ELEMENTI DI LOGICA MATEMATICA

IL METODO IPOTETICO – DEDUTTIVO
     Il metodo assiomatico consiste, nella sua definizione classica, nell’accettare come vere, senza dimostrazione, alcune proposizioni come assiomi e, quindi, nel derivare dagli assiomi tutte le altre proposizioni. Per gli assiomi fu utilizzato (modello geometrico di Euclide) il criterio della evidenza degli assiomi, secondo il quale gli assiomi non si dimostrano perché sono “evidenti”.

Un sistema deduttivo è un sistema di enunciarti derivati logicamente da assiomi.

Un sistema ipotetico – deduttivo si costruisce a partire da: 
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1. concetti primitivi (enti che a priori non vengono definiti): 
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            punto, linea, piano (modello geometrico di Euclide)
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postulati (postulatum: ciò che è richiesto):  

      proposizioni ammesse vere, inerenti agli enti primitivi
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a partire dai postulati sono logicamente dedotte,

            rispettando le regole di inferenza, tutte le proposizioni.

L’insieme dei postulati deve verificare le seguenti condizioni:

· la coerenza: deve cioè valere il principio di non contraddizione, ovvero dai postulati non deve essere possibile dedurre la proposizione p ed anche la proposizione non p (negazione di p)

· l’indipendenza: nessun postulato deve poter essere deducibile da un altro postulato (se così fosse non si tratterebbe di un postulato, bensì di un teorema).
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Il teorema è una proposizione che afferma la verità di una proposizione b come conseguenza logica della proposizione a, con a ipotesi e b tesi del teorema

L’enunciato del teorema può essere letto  nei modi seguenti:

se a è vera allora è vera anche b;

condizione sufficiente perché b sia vera è che sia vera a;

viceversa la verità di b è condizione necessaria ma non sufficiente perché sia vera a, e segue che:

condizione necessaria perché a sia vera è che sia vera b
Per dimostrare un teorema, supposta vera l’ipotesi, bisogna dimostrare che sia vera l’implicazione  
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Dopodiché risulterà vera b.

Questa regola di deduzione viene chiamata modus ponens (il modo di affermare la verità di una proposizione b, affermando quella di un’altra a).
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REGOLA DEL MODUS PONENS:          se  

  
è una proposizione vera e la premessa a è una proposizione vera, allora si può dedurre che la conseguenza b è una proposizione vera.
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              Quindi b

È possibile dimostrare un teorema per assurdo; tale tecnica consiste nel supporre falsa la tesi e arrivare, attraverso un ragionamento logico, a dimostrare falsa l’ipotesi; ciò è assurdo, perché l’ipotesi è vera, dunque è vera anche la tesi.

Tale ragionamento segue la tecnica del modus tollens (il modo di negare la verità di una frase a negando quella di un’altra).
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REGOLA DEL MODUS PONENS:          se  
è una proposizione vera e la conseguenza b è falsa, allora si può dedurre che la premessa a è una proposizione falsa

Modus tollens

[image: image12.wmf]Ù

Ú

Ø

              Non b
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          Quindi non a
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Un teorema può essere espresso dalla doppia implicazione
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che significa

IL teorema si compone pertanto di due parti: 

· teorema diretto, in cui a è l’ipotesi e b la tesi;

· teorema inverso, in cui b è l’ipotesi ed a è la tesi

In tale caso l’enunciato del teorema si esprime in uno dei seguenti modi:
· a è vera se e solo se è vera b;

· se a è vera allora è vera anche b e viceversa;

· condizione necessaria e sufficiente perché a sia vera è che sia vera b.

FUNZIONE DELLA LOGICA
La funzione della logica è quella di fornire  regole  che ci permettano di ottenere da premesse vere conclusioni altrettanto vere. Russel afferma che la logica ha mostrato di poter risultare rigorosa se si basa su espressioni linguistiche, ovvero su proposizioni, che, se vere,  divengono quindi oggetto della logica. Secondo Leibniz sono proposizioni vere quelle  vere in ogni mondo possibile. “Una proposizione logicamente vera – aggiunge Quine – ha questa caratteristica: particelle fondamentali come è, non, e oppure, se, allora, ogni, qualche, ricorrono in essa in modo da renderla vera indipendentemente dalle altre componenti”.

Es.:  Se ogni uomo è mortale e Socrate è un uomo, allora Socrate è mortale.
Tale proposizione è non solo vera ma è vera indipendentemente dalle componenti uomo, Socrate, mortale.

Si definisce connettivo logico un simbolo che collega  due o più proposizioni per formarne un’altra oppure per modificare una proposizione

Si definisce funzione di verità di una qualsiasi proposizione semplice o composta l’essere la proposizione stessa vera o falsa.

Es. : 
    A: la neve è bianca;



f(A) = 1


B: la neve è nera;



f(B) = 0

C: i quadrati dei numeri reali sono positivi
                   f(D) = 1
Due proposizioni composte si dicono equiveridiche se assumono lo stesso valore di verità  tutte le volte che attribuiamo alle proposizioni semplici che in esse compaiono gli stessi valori di verità.

Nell’esempio sopra considerato e nelle successive considerazioni vengono attribuite alla funzione di verità solo i due valori 0 e 1, in quanto nella nostra logica una proposizione può essere solo o vera o falsa, ovvero è una logica bivalente (tertium non datur). Ciò non esclude tuttavia la possibilità di concepire logiche con più di due valori di verità associati al fatto che una proposizione possa essere vera o falsa o probabile, ottenendo così una logica trivalente.

CALCOLO DELLE PROPOSIZIONI
Il calcolo delle proposizioni  ha come scopo la  determinazione del valore di verità di una data proposizione composta f (A, B, C,…) conoscendo i valori di verità delle proposizioni componenti A, B, C, ….
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Operazione logica della negazione
che si legge non A; tale connettivo cambia il valore di verità di una data proposizione; la tabella di verità della proposizione è la seguente:

	F(A)  
	1
	0

	F(non A)
	0
	1


Nota: la negazione della proposizione “La neve è bianca” non è “La neve è nera”, ma “Non è vero che la neve è bianca” ovvero “Esiste almeno un caso in cui la neve non è bianca”
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La proposizione : “Non è vero che la neve non è bianca” è equivalente alla proposizione: “La neve è bianca”, ovvero due negazioni affermano, in simboli:
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Quanti sono i connettivi binari? Ovvero i connettivi che collegano tra di loro due proposizioni semplici o composte?[image: image19.wmf]B
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 Wittgestein calcolò che essi sono




      avendo indicato con n il numero delle proposizioni su cui operano.

Per n = 2  avremo 16 strutture logiche binarie. Per ottenerle consideriamo che ciascun valore della funzione di verità della proposizione A può essere associato  ad ognuno  dei valori di verità della 

proposizione B:

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0


Dopo quattro operazioni avremo:
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da cui discendono le 16 tabelle di verità:
	F(A)
	F(B)
	I
	II
	III
	IV
	V
	VI
	VII
	VIII
	IX
	X
	XI
	XII
	XIII
	XIV
	XV
	XVI

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


Le tabelle di verità possono associarsi a due a due, la prima colonna con la nona, la seconda colonna con la decima, ecc. applicando il connettivo della negazione; ciò significa che i connettivi non sono indipendenti tra di loro ed è sufficiente conoscere i primi otto per ricavare i restanti tramite la negazione. I restanti vedremo ora che sono esprimibili tramite i connettivi espressi dalla seconda e dalla ottava colonna che corrispondono alla disgiunzione logica ed alla congiunzione logica; in realtà i connettivi in tale modo si riducono a tre e questi tre
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sono detti connettivi fondamentali
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Il connettivo corrispondente alla II colonna [1, 1, 1, 0] corrisponde alla operazione logica di disgiunzione logica non esclusiva e si esprime con la particella “o” nel significato latino di “vel” simbolo:

Il connettivo corrispondente alla VIII colonna [1, 0, 0, 0] corrisponde alla operazione logica della congiunzione logica e si esprime con la particella “e” nel significato di “ ed anche”, simbolo:
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La X colonna corrisponde alla negazione della disgiunzione logica inclusiva
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La sua tavola di verità coincide con la congiunzione di due negazioni
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Ovvero:

La tabella di verità della XVI colonna, invece,  che corrisponde alla negazione della congiunzione logica
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coincide con quella relativa alla struttura logica
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Ovvero:

le due eguaglianze sopra espresse equivalgono alle leggi di De Morgan.

Tramite la loro applicazione è possibile dimostrare la  legge di dualità: se due espressioni logiche sono equiveridiche rimangono tali anche se in esse si scambiano tra loro i due connettivi congiunzione e disgiunzione.
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Infatti se  le due espressioni F e G sono equivalenti, anche le loro negazioni lo saranno:

D’altra parte se ai due membri applichiamo le leggi di De Morgan, le congiunzioni si trasformano in disgiunzioni e viceversa ed ogni termine nel suo contrario. Ma la nuova relazione di equiveridicità che si ottiene dovrà risultare vera qualunque siano i valori di verità che attribuiamo ai vari termini e quindi in particolare  se in essa scambiamo ogni variabile nella sua contraria; torniamo così alle variabili primitive e la tesi e dimostrata.

L’operazione logica rappresentata nella XVI colonna può anche essere definita incompatibilità, falsa solo se entrambe le proposizioni sono vere.

La I colonna esprime il fatto che la proposizione composta risulta sempre vera, qualunque siano i valori  di verità delle proposizioni componenti e si suole chiamare tautologia. Invece l’operazione logica della IX colonna, sempre falsa a prescindere dai valori di verità delle proposizioni componenti, risulta sempre falsa: è una contraddizione.
       Es.: “Oggi piove o non piove” 
[image: image32.wmf]A

x

Î

$

è una tautologia; in simboli:

       Es.:  “Oggi piove  e non piove” 
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è una contraddizione; in simboli

La contraria della contraddizione è la tautologia
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Il primo membro della relazione stabilisce il principio del terzo escluso, il secondo il principio di non contraddizione secondo il quale il contrario di una impossibilità è sempre vero.

L’operazione logica connessa alla V colonna corrisponde ad una importante operazione logica che è l’implicazione
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precedentemente introdotta. Se A  e B sono entrambe vere l’implicazione è vera, se A è vera e B è falsa l’implicazione è falsa, se A è falsa e B è falsa l‘implicazione è falsa; per stabilire cosa si può affermare della funzione di verità nel caso in cui è falsa A e B è vera.

ES.:  
A: “io lavoro”;


B: “io riscuoto denaro”;

“se io lavoro allora io riscuoto denaro” è vera;

è anche vero che se io non lavoro può avvenire che B sia falsa   come anche che sia vera (riscuoto denaro da un debitore).

Ottengo perciò la seguente tavola di verità:

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(impl.)
	1
	0
	1
	1


Notiamo anche che:
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L’operazione logica corrispondente alla VII colonna individua la doppia implicazione o coimplicazione o equivalenza logica, già indicata

Espressa anch’essa, come già indicato, tramite i connettivi logici fondamentali
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La XV colonna corrisponde alla disgiunzione logica esclusiva (o nel significato latino di aut).
 Possiamo giungere al risultato fondamentale, cioè qualunque espressione logica può esprimersi mediante i connettivi fondamentali, in particolare mediante due soli connettivi:
· negazione e congiunzione;

· negazione e disgiunzione.

Infine riprendendo la definizione di teorema possiamo definire, utilizzando i connettivi logici, oltre al teorema diretto ed inverso:

il teorema contrario, che si ottiene negando sia l’ipotesi che la tesi:
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il teorema contronominale, il contrario dell’inverso o l’inverso del contrario:
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Mentre non è sempre vero che il teorema inverso ed il teorema contrario sono veri, se è vero il teorema diretto, il contronominale è vero se lo è il teorema diretto, infatti:
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Basta confrontare le due tavole di verità

	F(a)
	1
	1
	0
	0

	F(b)
	1
	0
	1
	0

	F(a impl b)
	1
	0
	1
	1


	F(non b)
	0
	1
	0
	1

	F(non a)
	0
	0
	1
	1

	F(non b imp non a)
	1
	0
	1
	

1


Quando si confronta l’algebra degli insiemi, già sviluppata, con la logica delle proposizioni (ed eventualmente con il funzionamento di  circuiti elettrici)  si osserva che le loro formulazioni algebriche si corrispondono:  

complementare di un insieme con l’operazione di negazione;

la operazione di unione con la disgiunzione logica inclusiva;                  

la operazione di intersezione con la congiunzione logica ; ecc…

Questa identità di struttura è nota come isomorfismo ed il nome generico di questa struttura e l’algebra di Boole.

PREDICATI
Di una proposizione  si può studiare la struttura e ciò che essa comunica (predica). La parte della logica che di ciò si occupa è la logica dei predicati.
In termini astratti, un’espressione qualunque della lingua italiana o del linguaggio matematico è una particolare sequenza di simboli, detta anche stringa.

I simboli appartengono ad un alfabeto, che per l’italiano è l’alfabeto usuale, congiuntamente allo spazio vuoto ed ai segni di interpunzione, per la matematica l’alfabeto contiene lettere, cifre, parentesi, simboli di operazione, ecc.

Non tutte le stringe sono accettabili: innanzi tutto devono essere sintatticamente corrette, o come si dice, formule ben formate:

2 + 4 = 33 è una formula ben formata;

2 + 4 = ) –  non è una formula ben formata.

Una proposizione è una formula ben formata, perché di essa si può stabilire la verità o falsità, ovvero indagare sul suo significato semantico.

Definiamo una proposizione come costituita da un predicato, che esprime la relazione che dà significato alla formula e uno o più argomenti a cui il predicato si riferisce.

Definiamo poi formula aperta o enunciato aperto una scrittura ben formata che contiene almeno una variabile. Alla variabile si può sostituire un valore costante; a seconda del valore sostituito, si ottiene una proposizione vera o falsa.

Es.:     X legge un libro

Vera se X = Luigi 
Falsa  se X = Cane

Una formula aperta, definita in una insieme numerico, il cui predicato è “essere uguale” (“essere minore o uguale” o “essere  minore” o “essere maggiore o eguale” o “essere maggiore”) si dice equazione (disequazione). 
QUANTIFICATORI
Le espressioni “esiste un”, “per ogni” che consentono di quantificare una formula aperta, sono dette quantificatori.

I quantificatori sono:
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quantificatore esistenziale: stabilisce se esiste almeno un elemento dell’insieme A con una certa proprietà;

· [image: image43.wmf]b
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quantificatore universale: stabilisce che tutti gli elementi di A hanno una certa proprietà;

Es. :”Tutti i ragazzi amano una ragazza”

Frase ambigua, che assume diverso significato a seconda dell’uso dei quantificatori

· [image: image44.wmf]A

A

º

Ø

Ø

)

(

ogni ragazzo ama la sua ragazza

· tutti i ragazzi amano la stessa ragazza
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avendo indicato con M l’insieme dei ragazzi, con D l’insieme delle ragazze e con r la relazione: “amare”

Controesempio: se occorre dimostrare che una proprietà non vale in un dato insieme, è sufficiente dimostrare che esiste almeno un elemento dell’insieme per il quale la proprietà non vale; infatti proposizione:
”tutti i gatti sono neri” 

Negazione:

“non è vero che tutti i gatti sono neri”

Equivalente a:
“esiste almeno un gatto che non è nero”

Es.:

date le proposizioni:

A:      “f è continua”

B:      “f è derivabile”

È falsa l’implicazione:
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DIMOSTRAZIONE: è  sufficiente dimostrare che esiste almeno una funzione continua in un punto, ma non derivabile in detto punto.
La funzione è:

[image: image47.wmf][image: image48.wmf]Ù

Ú

Ø

Y = X

[image: image49.wmf]Ù

[image: image50.wmf]Ú

[image: image51.wmf]B

A

Ø

Ù

Ø


[image: image52.wmf]B

A

B

A

Ø

Ù

Ø

º

Ú

Ø

)

(


continua, ma non derivabile nel punto (0,0).

TAVOLE DI VERITà

NEGAZIONE DELLA DISGIUNZIONE; NEGAZIONE DELLA CONGIUNZIONE

Colonne 10 e 16
Tabella di verità della colonna 10 

(relazione di equiveridicità)

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(AoB)
	1
	1
	1
	0

	F(non(AoB))
	0
	0
	0
	1

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(nonB)
	0
	1
	0
	1

	F((nonA)e(nonB))
	0
	0
	0
	1


Tabella di verità della colonna 16

(relazione di equiveridicità)

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(AeB)
	1
	0
	0
	0

	F(non(AeB))
	0
	1
	1
	1

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(nonB)
	0
	1
	0
	1

	F((nonA)o(nonB)
	0
	1
	1
	1


TAUTOLOGIA E CONTRADDIZIONE

Colonne 1e 9

La tabella di verità della colonna 1 esprime il fatto che la proposizione composta risulta sempre vera, qualunque siano i valori di verità delle proposizioni componenti A e B (tautologia)

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(A o nonA)
	1
	1
	1
	1


La tabella di verità della colonna 9 esprime il fatto che la proposizione composta risulta sempre falsa, qualunque siano i valori di verità delle funzioni componenti A e B(contraddizione)

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(A e non A)
	0
	0
	0
	0


DISGIUNZIONE E NEGAZIONE; NEGAZIONE E CONGIUNZIONE

Colonne 3 e 11

La tabella di verità della colonna 3 risulta espressa dalla disgiunzione e negazione

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(nonB)
	0
	1
	0
	1

	F(A o nonB)
	1
	1
	0
	1


La tabella di verità della colonna 11 risulta espressa dalla negazione e congiunzione contraddizione

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F( non A e B)
	0
	0
	1
	1


IMPLICAZIONE E CONGIUNZIONE E NEGAZIONE

Colonne 5 e 13

La tabella di verità della colonna 3 risulta espressa dalla negazione e disgiunzione

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(non A o B)
	1
	0
	1
	1


Questa tabella corrisponde alla operazione logica della implicazione che corrisponde alla frase 

“se A allora B”

Verifichiamolo con un esempio: “ Se io lavoro allora riscuoto danaro”

Ma se non lavoro può avvenire  che B (riscuoto danaro) sia falsa o che sia vera. Per questa ragione si conviene che quando A è falsa l’implicazione è sempre vera, ottenendo la tavola di verità successiva

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(A implica B)
	1
	0
	1
	1


Potremo allora scrivere l’equazione di equiveridicità:

L’operazione logica della colonna 13 corrisponde alla congiunzione e negazione
	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(nonB)
	0
	1
	0
	1

	F(A e nonB)
	0
	1
	0
	0


EQUIVALENZA LOGICA E DISGIUNZIONE LOGICA ESCLUSIVA

Colonne 7 e 15

La tabella di verità della colonna 5 si chiama doppia implicazione o coimplicazione o equivalenza logica risulta espressa dalla proposizione: ”A equivale a B” o anche “condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia B è che si abbia A”
	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F( A coimplica B)
	1
	0
	0
	1


L’operazione logica corrispondente alla colonna 15 si chiama disgiunzione logica esclusiva si esprime con o esclusivo, nel senso latino di aut.

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(A aut B)
	1
	0
	0
	1


Colonne 4  12

Per analizzare la colonna 4 calcoliamo le tavole di verità

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(nonB)
	0
	1
	0
	1

	F(B  e non B))
	0
	0
	0
	0

	F( A o(B e nonB))
	1
	1
	0
	0


E di
	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(nonB)
	0
	1
	0
	1

	F(B o nonB)
	1
	1
	1
	1

	F(A e(B o nonB))
	1
	1
	0
	0


Possiamo scrivere così le equazioni di equiveridicità:
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Analogamente se calcoliamo, ricavandole dalle ultime righe delle due tabelle

	F(non(A o(Be nonB)))
	0
	0
	1
	1


Ed anche

	F(non(A e(B o nonB)))
	0
	0
	1
	1


Ricaviamo la relazione di equiveridicità:
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Colonne 6  14

Per analizzare la colonna 6 calcoliamo le tavole di verità

	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(nonA)
	0
	1
	0
	1

	F(A  e non A))
	0
	0
	0
	0

	F( B o(A e nonA))
	1
	0
	1
	0


 E di
	F(A)
	1
	1
	0
	0

	F(B)
	1
	0
	1
	0

	F(nonA)
	0
	0
	1
	1

	F(A o nonA)
	1
	1
	1
	1

	F(B e(A o nonA))
	1
	0
	1
	0


Possiamo scrivere così le equazioni di equiveridicità:

[image: image55.wmf]B

A

B

A

Ø

Ú

Ø

º

Ù

Ø

)

(


Analogamente se calcoliamo, ricavandole dalle ultime righe delle due tabelle

	F(non(B o(Ae nonA)))
	0
	1
	0
	1


Ed anche

	F(non(B e(A o nonA)))
	0
	1
	0
	1


Ricaviamo la relazione di equiveridicità:
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