Trasmissione numerica in banda base
Lo schema a blocchi di seguito riportato è rappresentativo di un sistema di trasmissione numerico in banda base:
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 LPF: Questo filtro passa basso, detto filtro antialiasing, ha la funzione di eliminare eventuali componenti spurie del segnale, e di limitarne la banda nel caso in questa fosse illimitata. La banda del filtro, e quindi del segnale, si indica con W.

Campionatore: Ha la funzione di restituire il valore del segnale d’ingresso per tempi multipli interi del tempo di campionamento. Il tempo di campionamento, affinché non ci sia aliasing, deve essere almeno uguale a 
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Quantizzatore: Il quantizzatore è un dispositivo che riceve in ingresso un segnale continuo nella ampiezze (in questo caso campioni), e da in uscita un segnale discreto nelle ampiezze ma comunque analogico, la caratteristica di un quantizzatore a zero non silenzioso è mostrata in figura (i quantizzatori a zero silenzioso per piccoli valori dell’ingresso danno in uscita zero). 
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 rappresenta il passo di quantizzazione, ed ovviamente tanto più piccolo è, tanto più l’errore commesso dal quantizzatore è piccolo. Nel caso in cui in ingresso si ha un segnale di ampiezza maggiore di 
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, l’uscita si mantiene costante, in questa situazione si ha una distorsione non lineare. La quantizzazione vista, detta quantizzazione uniforme, è la migliore possibile nel caso le ampiezze del segnale d’ingresso sono distribuite uniformemente come mostrato in figura. Nel caso in cui il segnale d’ingresso ha ampiezze distribuite in maniera non uniforme, risulta conveniente addensare gli intervalli in corrispondenza dei valori più probabili, in questo caso si parla di quantizzazione non uniforme, la quale permette di ottenere un’approssimazione migliore, per cui, a parità di qualità, di utilizzare un numero minore di livelli 
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. Un esempio di segnale non uniforme è il segnale telefonico, la cui distribuzione è del tipo illustrato in figura. Dal punto di vista pratico non si realizzano dei veri e propri quantizzatori non uniformi, ma si utilizza un compressore prima del quantizzatore uniforme, ovviamente dopo decoder dovrà esserci un expander che compensa gli effetti del compressore. Le caratteristica [image: image94.png]rea




ingresso uscita di un compressore al variare di un parametro 
[image: image5.wmf]m

 sono del tipo illustrate in figura, come è possibile rendersi conto questo dispositivo non fa altro che espandere le tensioni piccole e comprimere quelle grandi, detto ciò si capisce che effettivamente la cascata di un compressore e di un quantizzatore uniforme realizza un quantizzatore non uniforme. Le leggi di compressione utilizzate negli Stati Uniti, ed in Europa, sono rispettivamente: 

legge 
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Per tenere conto dell’errore di quantizzazione si definisce il rumore di quantizzazione. In un quantizzatore l’errore di quantizzazione è compreso tra 
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, e viene indicato con 
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, tale variabile è quindi casuale, e nell’ipotesi che l’ampiezza massima del segnale sia molto più grande del passo di quantizzazione, è possibile ritenere che essa sia distribuita uniformemente tra 
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, cioè che sia:
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     la potenza dell’errore di quantizzazione è quindi:
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, il rapporto segnale rumore all’uscita del quantizzatore è 
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, dove 
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 è la potenza del segnale quantizzato, che comunque si assume essere uguale a quella del segnale in ingresso al quantizzatore.
Nel caso in cui il segnale in ingresso al quantizzatore è gaussiano a media nulla, affinché sia possibile trascurare le componenti di rumore non lineari (dovute a distorsioni non lineari), deve essere 
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 è la varianza del segnale (coincide con la potenza). Dalla condizione vista, se 
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 è il numero di livelli (vedi coder), segue che deve essere 
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, il rumore di quantizzazione è quindi 
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, questo risultato suggerisce che aggiungendo un bit il rapporto segnale rumore cresce di 6dB, il prezzo da pagare per aggiungere bit è la banda.
Per un segnale sinusoidale 
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, la condizione da verificare è 
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, ed in questo caso si ha 
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, essendo la potenza del segnale 
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, è possibile concludere che si ha 
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Il legame esistente tra la banda ed il numero di bit è 
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, tipicamente con 
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, vedremo che il risultato ottenuto per gli impulsi di Nyquist è perfettamente in accordo con questa relazione. 
Coder: Il coder associa una sequenza di bit ad ogni livello, è questo il motivo per cui è necessario che i bit siano 
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. Si definisce tempo di bit, il tempo di permanenza di un bit in uscita al coder, per cui esso vale 
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Pulse Generator: Questo dispositivo ha il compito, ricevuto il bit k-esimo in ingresso 
[image: image33.wmf]k
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, di associargli un impulso, genera pertanto un impulso ogni tempo di bit, c’è da dire inoltre che il segnale in uscita a questo dispositivo è di fatto analogico. L’espressione dell’impulso è 
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 è, come mostrato in figura, un segnale tempo limitato, di durata 
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 e di ampiezza massima 1. L’espressione generale del segnale uscente dal pulse generator è quindi 
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TX-Canale-RX: Gli impulsi trasmessi, attraversando il trasmettitore, il canale, ed il ricevitore, subiscono variazioni, per cui in uscita al ricevitore si avrà un treno d’impulsi diverso da quello trasmesso, tenendo conto inoltre della presenza del rumore, si ha 
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. Nelle frequenza vale la relazione 
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 (A). Il campionatore, a valle del ricevitore, campiona ogni tempo di bit, e se consideriamo il generico istante di campionamento 
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 (come è giusto che sia), non è possibile purtroppo ripetere il ragionamento per 
[image: image43.wmf])

(

t

y

, infatti in questo caso si ha 
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cioè non è detto che gli impulsi vicini a quello centrato in 
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 siano nulli, il fenomeno è detto ISI (interferenza intersimbolica), tale problema è causato dalla distorsione degli impulsi nel tragitto che porta al campi[image: image97.png]


onatore, questo fenomeno di sparpagliamento può essere compreso meglio osservando la figura. Esiste una classe d’impulsi 
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 per i quali non si ha ISI, questi sono:
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  dove 
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, la funzione sinc ha infatti la caratteristica di valere 1 per 
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 e di essere zero per intervalli [image: image98.png]


equispaziati, pertanto, come illustrato in figura, supponendo di riuscire a campionare esattamente, effettivamente non si ha il fenomeno dell’ISI . Nel dominio della frequenza si hanno dei rettangoli, e quindi segnali a banda limitata. Per generare i seni cardinali è necessario, partendo dalla conoscenza degli impulsi generati dal pulse generator e dalla f.d.t. del canale, progettare opportunamente il trasmettitore ed il ricevitore. Purtroppo questo segnale, essendo passa basso ideale,  non è facilmente generabile, inoltre le ampiezze decrescono come 
[image: image50.wmf]t

1

, e quindi anche un piccolo errore nei tempi di campionamento potrebbe causare una significativa interferenza intersimbolica. Con questo tipo di impulsi se campionassimo con precisione all’istante 0 avremmo 
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, supponiamo invece di commettere un’imprecisione nel campionare di 
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, si ha:
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le approssimazioni si sono potute fare grazie all’ipotesi 
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, essendo 
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 divergente, possiamo concludere che effettivamente un piccolo errore negli istanti di campionamento porta a grossi errori nei campioni.
Per risolvere questo problema sarebbe opportuno utilizzare delle forme d’onda con le stesse caratteristiche del seno cardinale, le cui ampiezza decrescono più velocemente. Forme d’onda di questo tipo sono utilizzate nella realtà, e sono dette di Nyquist o a coseno rialzato, la loro espressione nel dominio della frequenza è:
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    gli impulsi di Nyquist sono caratterizzati dal fattore di Roll Off, definito come  
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. In figura è riportato lo spettro degli impulsi di Nyquist per alcuni valori di 
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, si presti attenzione al fatto che sia l’asse delle ascisse sia l’asse delle ordinate sono stati normalizzati. Come è possibile notare aumentando il Roll Off aumenta la banda trasmissiva. L’espressione nel dominio del tempo degli impulsi di Nyquist è 
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, da questa è possibile notare che effettivamente questi impulsi con 
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Troviamo adesso la banda occupata dagli impulsi di Nyquist, essendo questi nulli per 
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 la banda vale 
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Vediamo in che modo, partendo dalla conoscenza degli impulsi di Nyquist voluti, degli impulsi uscenti dal pulse generator, e dalla f.d.t. del canale, sia possibile progettare opportunamente il trasmettitore ed il ricevitore. Abbiamo visto che 
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 (B), la densità spettrale di potenza in uscita al trasmettitore è 
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, la potenza media in uscita al trasmettitore è quindi 
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 (C) indicando con 
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 l’attenuazione di tensione della cascata trasmettitore-canale-ricevitore, si ha 
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 (D). Vedremo che la probabilità di errore del decisore, dipende da 
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 (in realtà la vera potenza di picco è 
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), ed è pertanto necessario fare in modo che tale quantità sia il più possibile grande, dalla (D) si capisce quindi che deve essere 
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 (E)  massima. Essendo 
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 la (E) diventa:
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,  massimizzare SNR equivale quindi a minimizzare la quantità 
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,  dove si è posto 
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, per la disuguaglianza si Schwartz si ha  
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, pertanto 
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 è minima quando vale l’uguale, cioè quando 
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 (F), sostituendo nella (B) si ottiene 
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 (G). La (F) e la (G) rappresenta le funzioni di trasferimento ottime, di ricevitore e trasmettitore, cioè le f.d.t. che permettono di ottenere gli impulsi di Nyquist con la più piccola probabilità di errore possibile.
Decisore: Dal campionatore arrivano quindi i campioni del segnale uscente dal ricevitore, vale a dire degli impulsi di Nyquist inquinati dal rumore. Nell’ipotesi che non ci sia ISI, l’uscita del campionatore al generico istante di campionamento è 
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. Quindi nel caso in cui è stato trasmesso 1 la probabilità di errore è 
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, nell’ipotesi che il rumore si gaussiano bianco, le due probabilità coincidono, e si ha :
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 dove A è l’ampiezza degli impulsi in uscita al ricevitore, e  
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