Equalizzazione adattativa
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Ricordando che le f.d.t. ottime di trasmettitore e ricevitore sono state ricavate imponendo che la probabilità di errore sul bit sia minima, e che in uscita al ricevitore si abbiano impulsi di Nyquist, risulta semplice capire che una variazione della f.d.t. del canale, comporta che in uscita gli impulsi non siano più di Nyquist, e quindi interferenza intersimbolica. Per ovviare a tale problema si pone, in cascata al canale, un blocco che, seguendo le variazioni di questo, si adatta e fa si che la f.d.t. complessiva (canale + equalizzatore) si mantenga costante. Ci occupiamo di equalizzazione adattative che  riescono a seguire variazioni lente del canale. L’equalizzatore può essere posto sia in ricezione sia in trasmissione, tratteremo il caso in cui venga posto in ricezione, perché ponendolo in trasmissione sarebbe necessario avere comunque informazioni sul canale. Con riferimento alla figura, deve quindi essere 
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, dove 
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 è la f.d.t. che si vuole abbia il canale. Il sistema di adattamento, funzione come segue: viene applicata in ingresso al canale la cosiddetta sequenza di training, l’uscita viene confrontata con l’uscita che sarebbe necessario avere se in ingesso al canale ci fosse proprio la sequenza di training, il segnale errore (differenza) viene opportunamente elaborato per capire in che senso agire sui coefficienti che caratterizzano l’equalizzatore. Di fatto un equalizzatore è un filtro FIR che tiene conto di N ingressi ricevuti a tempi precedenti. In linea di massima è fatto come mostrato in figura, i coefficienti da regolare sono proprio 
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. Il segnale errore è quindi 
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 (A), dove 
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 è la risposta del filtro, e 
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 è la risposta che è necessario abbia quando in ingresso al canale c’è la sequenza di training, pertanto, applicando la sequenza di training, il segnale errore sarà nullo solo se l’equalizzatore funziona correttamente. Ovviamente in questo modo l’equalizzatore ha possibilità di adattarsi solo se il sistema di trasmissione non sta lavorando, è questo il motivo per cui questa tecnica va bene solo se il tempo di utilizzo è inferiore a quello medio di variazione del canale. 
L’equalizzatore cambierà i pesi in modo da diminuire il segnale errore, più precisamente l’algoritmo utilizzato minimizza il valore quadratico medio dell’errore definito come segue: 
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, ricordando la (A) 
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, ancora essendo 
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 si ottiene 
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, le costanti 
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 sono quindi quelle che minimizzano questa quantità, e quindi che verificano il sistema 
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. Calcoliamo la derivata:
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 (B), abbiamo cioè scoperto che la derivata coincide con la funzione cross-correlation tra l’errore e la sequenza di training moltiplicata per 2, e quindi che il filtro realizza la condizione di adattamento quando   
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  ovvero quando errore e sequenza di training sono ortogonali. La (B) può essere riscritta come segue:
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  deve pertanto essere 
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, le N equazioni che da questa ne derivano, possono essere scritta in forma compatta 
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, in forma estesa diventano:

[image: image18.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

-

-

-

-

-

+

-

-

-

0

0

0

0

0

)

(

)

0

(

2

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

(

2

1

0

T

NT

R

R

w

w

T

NT

T

NT

R

T

T

NT

R

T

NT

R

T

NT

R

T

R

R

dX

dX

N

X

X

X

X

X

X

M

M

M

M

M

M

K

K

M

M

M

M

M

M

K

K


i termini sulla diagonale principale sono tutti 
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, e la soluzione del sistema è 
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 l’errore quadratico minimo dato dal vettore dei pesi ottimi è:
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, ed ancora è possibile definire la seguente forma quadratica  
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, la quale definisce un paraboloide nello spazio ad N dimensioni. Il paraboloide ha la caratteristica di avere un solo minimo, in particolare questo è un minimo assoluto. L’algoritmo con il quale si variano i pesi è 
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 (C), come è possibile notare è necessario muoversi in senso opposto al segno del gradiente, 
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 è una costante positiva del dimensionamento critico, per 
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 piccoli si ha una convergenza lenta ma precisa, per 
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 grandi veloce ma imprecisa. Vediamo adesso di riscrivere la (C) approssimando opportunamente il gradiente:
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, con questa approssimazione la (C) diventa 
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, abbiamo cioè scoperto che l’i-esimo peso, all’arrivo di ogni campione della sequenza di training varia con la legge:
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, questo metodo è noto con il nome di metodo del gradiente stocastico.
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