Teorema di Aron e potenza nei sistemi dissimetrici e squilibrati
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Supponiamo di avere il sistema con due carichi di fig.1, vogliamo dimostrare il teorema di Aron, secondo il quale la potenza è invariante rispetto al centro stella, in altre parole la potenza calcolate rispetto al centro stella S coincide con la potenza [image: image116.png]figd



calcolata rispetto al centro stella S’. Ricordando come è definita la potenza attiva è possibile scrivere le relazioni 
[image: image143.png]fig11



, al solito possiamo essere certi che le tensioni concatenate formino un triangolo, pertanto facendo riferimento alla fig.2 con qualche semplice osservazione è possibile concludere che 
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, sostituendo queste tre relazioni nella (1) si ottiene 
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 ma per l’equazione al nodo 
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, è quindi possibile concludere che 
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, in altre parole che la potenza è invariante rispetto al centro stella, usando il prodotto vettoriale al posto di quello scalare e seguendo lo stesso procedimento si dimostra che la potenza reattiva è invariante rispetto al centro stella. 

Dato un carico squilibrato si potrebbe pensare che per la sua riequilibratura è necessaria l’introduzione di impedenze, ovviamente questo non è conveniente a causa del conseguente aumento di potenza dissipata che si avrebbe, questo è il motivo per cui si usano pure induttanze, se per esempio un carico fa circolare una terna inversa di correnti, sicuramente è squilibrato e per la sua riequilibratura è necessario far circolare un’altra terna inversa tramite pure induttanza.

Passiamo al calcolo delle potenze nei sistemi dissimetrici e squilibrati, data la terna dissimetrica di tensioni  
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, se il carico è squilibrato le correnti saranno 
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. Al solito per la potenza istantanea attiva complessivamente assorbita dal carico è data dalla somma delle potenze istantanee nelle singolo fasi, si ha cioè 
[image: image15.wmf]3
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, ricordando al solito la formula 
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, si conclude che la potenza istantanea in ogni singola fase è: 
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 facendo la somma e calcolando il valor medio si ottiene che la potenza attiva è 
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, attenzione che questa volta non è come per sistemi simmetrici ed equilibrati nei quali la potenza fluttuando è nulla, infatti la potenza istantanea complessiva non è costante, inoltre per similitudine si definisce potenza reattiva del sistema  
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, ancora si definisce potenza apparente 
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, infine il fattore di potenza è sempre definito come rapporto tra potenza attiva ed apparente 
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 questo fattore di potenza rappresenta il coseno di un particolare angolo, che sarebbe l’angolo di cui è necessario ruotare la stella di correnti per avere il sistema in massima potenza attiva.

Rifasamento nei sistemi trifase
[image: image117.png]fig.2



Come visto in precedenza rifasare vuol dire fornire tutta o parte della potenza reattiva necessaria al carico in loco, per i sistemi trifase è possibile rifasare fase per fase, le capacità necessarie per il rifasamento totale sarebbero quindi 
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, questo però è poco pratico a causa del fatto che avrei bisogno di trovare in commercio una vastissima gamma di condensatori di diversa capacità, o sarebbe necessario costruirli su ordinazione in industrie artigianali, con conseguenti tempi lunghi e costi elevati. La cosa migliore da fare è quindi di mettere un’unica “scatola nera” come mostrato in fig.1, cioè un carico puramente capacitivo in grado di fornire la potenza reattiva necessaria, senza dover preoccuparsi se all’interno vi è uno o mille condensatori, e se il collegamento è a stella o a triangolo. Nella realtà i condensatori sono prodotti a taglia e sono connessi in modo tale che la batteria di condensatori rappresenti un carico equilibrato. Per quanto riguarda il tipo di collegamento (stella o triangolo) si dimostra facilmente che 
[image: image25.wmf]triangolo

stella

C

C

3

=

, da questo risultato essendo la capacità triangolo tre volte più piccola di quella stella, apparentemente sembrerebbe che il collegamento triangolo sia quello più conveniente, in realtà essendo la tensione a cui sono sottoposti i condensatori nel collegamento triangolo più elevata, è necessario spendere di più in termini di isolamento, è comunque importante precisare che a bassa tensione (380 V) dal punto di vista dei costi il peso della capacità è di più rispetto a quello dell’isolamento, le cose si invertono a tensioni più elevate dove conviene quindi il collegamento stella. Ricordando la formula 
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 (1), dove 
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 sono rispettivamente la potenza reattiva del carico, la potenza reattiva della batteria di condensatori, la potenza attiva del carico, la potenza reattiva erogata dai generatori e la potenza attiva erogata dai generatoti,  e supponendo per rendere i calcoli più semplici, che il collegamento del carico e dei condensatori sia a triangolo, e per porci nel caso generale che il sistema sia dissimetrico e squilibrato, si ha che la potenza reattiva del carico è 
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 (2), la potenza attiva del carico 
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 (3), e la potenza reattiva dei condensatori 
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 (4), sostituendo la (2) la (3) e la (4) nella (1) fissato 
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 è possibile calcolare la capacità della batteria di condensatori nel caso più generale di sistema dissimetrico e squilibrato, i casi particolari sono: 

- Sistema simmetrico e squilibrato
la (2) diventa 
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, sostituendo nella (1) il termine 
[image: image35.wmf]2
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 si semplifica.

- Sistema simmetrico ed equilibrato
la (2), la (3) e la (4) diventano 
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, sostituendo nella (1) è possibile osservare che anche in questo caso 
[image: image39.wmf]2
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 si semplifica.

- Sistema dissimetrico ed equilibrato
in questo caso si ha 
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, sostituendo nella (1) si semplifica tutta la parentesi 
[image: image43.wmf](
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E’ pertanto possibile concludere che l’unico caso in cui la capacità dei condensatori di rifasamento dipende dalla variazione di tensione causata dalla loro stessa inserzione, è quello in cui il sistema è dissimetrico e squilibrato.

Nella realtà spesso è necessario rifasare carichi non costanti, ovvero carichi che non assorbono sempre la stessa potenza reattiva, quindi è chiaro che dimensionando la batteria di condensatori per la potenza reattiva massima in alcuni momenti ci sarebbe un’eccessiva produzione, in questi casi si realizza il cosiddetto rifasamento a gradini, nel quale la potenza totale è suddivisa in più batterie di condensatori da inserire o escludere in funzione della potenza reattiva richiesta nei diversi periodi. La regolazione sarà necessariamente effettuata a gradini, mediante un adeguato inseritore automatico pilotato da uno strumento sensibile alla potenza reattiva e attiva assorbita.  

Linee elettriche
Supponiamo di avere una linea elettrica costituita da due fili, ovvero una linea bifilare, come è possibile notare in fig.1 e come è ovvio la corrente nei due conduttori ha verso opposto, vogliamo calcolare il coefficiente di autoinduzione della linea, sappiamo per definizione che 
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 (1), in questo [image: image118.png]batteria di
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caso si ha 
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 sono rispettivamente i flussi totalmente concatenati con la linea e generati dalla corrente circolante nel conduttore uno e da quella circolante nel conduttore due, ma è possibile osservare che per ragioni di simmetria il flusso totalmente concatenato con la linea e generato dalla corrente che circola nel conduttore uno, è uguale al flusso totalmente concatenato con la linea e generato dalla corrente che circola nel conduttore due, è pertanto possibile scrivere 
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, la (1) diventa quindi 
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. Passiamo adesso al calcolo di 
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, tenendo conto che esso è dato dalla somma di tre termini 
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 che sono rispettivamente il flusso parzialmente concatenato con la corrente e con la linea, il flusso totalmente concatenato con la corrente e con la linea, e il flusso totalmente concatenato con la linea e parzialmente concatenato con la corrente.

Calcolo del flusso parzialmente concatenato con la corrente e con la linea
[image: image119.png]O]




Sappiamo che 
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 (2) dove 
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, per trovare 
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 ricorriamo alla formula di Biot Savart, secondo la quale 
[image: image55.wmf]l

I

H

=

, in questo caso vogliamo trovare il campo internamente al conduttore, a tal proposito consideriamo la linea chiusa  di lunghezza 
[image: image56.wmf]l

 rappresentata in fig.2, che delimita la regione di conduttore di sezione 
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 ed attraversata dalla corrente 
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, per la formula di Biot Savart lungo tale linea si ha quindi 
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, nell’ipotesi di densità di corrente costante è possibile essere certi che 
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, si ha pertanto 
[image: image61.wmf]2

2

2

2

2

2

2

R

Ix

xR

Ix

lR

Ix

H

p

p

=

=

=

, e quindi dalla (2) si ha che il flusso elementare è 
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 tenendo conto che 
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 (3), questo flusso è totalmente concatenato con la corrente 
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, ma parzialmente concatenato con la corrente 
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, possiamo comunque pensare ad un flusso più piccolo che si concatena con l’intera corrente 
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, sostituendo nell’ultima relazione ricavata la (3) si ottiene 
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, è quindi possibile concludere che 
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 (a).

Calcolo del flusso totalmente concatenato con la corrente e con la linea
Questa volta applichiamo la formula di Biot Savart per trovare il campo esternamente al conduttore, pertanto è possibile concludere che lungo la circonferenza concentrica [image: image120.png]wels]

fig2



al conduttore e di raggio 
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 rappresentata in fig.3, l’intensità di campo è 
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 è l’intera corrente che circola nel conduttore, per la (2) si ha quindi 
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 (b).

Calcolo del flusso totalmente concatenato con la linea e parzialmente  con la corrente
[image: image121.png]


Facendo riferimento alla fig.4, considerando la circonferenza di raggio 
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, applicando la formula di Biot Savart, e procedendo come prima si ottiene che il flusso elementare è 
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, questo è il flusso generato dalla corrente 
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 che circola nel primo conduttore, e concatenato con la porzione di corrente 
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 che circola nel secondo conduttore, come prima è possibile immaginare 
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 come un flusso più piccolo che si concatena però con l’intera corrente 
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 che circola nel secondo conduttore, deve essere cioè 
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 (4), inoltre sempre nell’ipotesi di densità di corrente costante si ha 
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, la (4) diventa pertanto 
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 da cui segue che 
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 (c).

[image: image122.png]


A questo punto è possibile concludere che il flusso totalmente concatenato con la linea e generato dal conduttore uno, è dato dalla somma della (a), (b) e (c), cioè 
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, pertanto l’induttanza della linea è 
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 (d). L’integrale che compare nella (d) non può essere risolto a causa del fatto che l’espressione analitica di 
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 non è nota, per risolvere questo problema riportiamo in fig.5 l’andamento del flusso elementare, per essere più precisi della funzione che integrata da il flusso (si ricordi che l’integrale, ovvero il flusso, non è altro che l’area sottesa da tale funzione), si dimostra matematicamente che l’area del triangolo mistilineo colorato in grigio è uguale all’area del triangolo mistilineo colorato in giallo, pertanto si deduce la seguente uguaglianza 
[image: image92.wmf]ò

ò

ò

=

+

+

-

-

D

R

R

D

R

D

R

D

R

d

d

d

2

3

2

f

f

f

, essendo 
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, si ha 
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 pertanto si ha che l’induttanza della linea è 
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Vediamo adesso come praticamente si fa a tenere conto dell’induttanza di linea, supponiamo di avere il circuito di fig.6, il tratto di circuito tratteggiato rappresenta appunto una linea bifilare di lunghezza 
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, ovviamente per il calcolo dell’induttanza è necessario conoscere il raggio R dei conduttori e la distanza D tra di essi, scegliendo come verso di percorrenza quello orario l’equazione alla maglia sarà quindi 
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 rappresenta la f.e.m.i. nella maglia formata dai conduttori di linea, partiamo dal fatto che 
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 rappresenta il flusso totalmente concatenato con la maglia, in generale si ha 
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 in questo caso si prende il segno positivo in quanto come è possibile notare in fig.7 i flussi sono concordi, si ha pertanto 
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 si calcola con la formula ricavata precedentemente, si ha quindi 
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Supponiamo adesso che la linea di trasmissione sia a tre fili, come quella mostrata in fig.8, in questo caso è necessario tenere conto del fatto che su una maglia si concatena il flusso dell’altro conduttore, cioè è necessario tenere conto della mutua induzione, calcoliamo il flusso concatenato con la maglia 1-2:
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 facendo riferimento alla fig.9, ricordando che per definizione [image: image126.png]
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, è possibile concludere che il coefficiente di mutua è 
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 (bisogna integrare sempre tra la distanza minore e quella maggiore). Per quanto riguarda il segno della mutua basta ricordare che la mutua è positiva se il flusso di mutua è concorde con il flusso di auto, per esempio nel nostro caso 
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 è negativa, in quanto, come è possibile notare in fig.10, il flusso generato dalla corrente circolante nel conduttore tre, che si concatena con la maglia 1-2, è discorde al flusso [image: image127.png]Dy



generato dalla corrente uno, bisogna comunque prestare attenzione alla maglia scelta, infatti se la maglia fosse stata la 2-1, la mutua sarebbe stata positiva, in quanto avremmo dovuto confrontare il flusso di mutua con il flusso generato dalla corrente due e non con quello generato dalla corrente uno.

L’equazione alla maglia 1-2 è quindi 
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, allo stesso modo per le maglie 1-3 e 2-3 si ha 
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, vale la pena di far caso al fatto che se fosse stato 
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 nella maglia 1-3 gli effetti di mutua dovuti alla corrente due sono nulli.
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Attenzione che in generale non è possibile schematizzare le impedenze di linea, infatti affinché questo sia possibile è necessario che le induttanze di linea siano tutte uguali, e che le mutue siano nulle, è pertanto necessario che le distanze tra i conduttori siano tutte uguali, e che i conduttori siano disposti ai vertici di un triangolo equilatero, solo in tale situazione è possibile schematizzare le impedenze di linea come illustrato in fig.11. 
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