Teorema del massimo trasferimento di potenza
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Consideriamo il generatore di tensione non ideale rappresentato in fig.1, la cui impedenza interna, com’è possibile notare, è 
[image: image271.png]s
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. Supponiamo che tale generatore  alimenti un carico d’impedenza 
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, vogliamo trovare la condizione che deve essere verificata perché il generatore fornisca al carico la massima potenza. E’ necessario prestare attenzione al fatto che non stiamo cercando una condizione che ci garantisca che sul carico sia trasferita la più alta percentuale della potenza prodotta (massimo rendimento), ma solo la maggiore potenza possibile. 

Ricordiamo che la potenza attiva dissipata sul carico è 
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(a), facendo riferimento al circuito di fig.1 è possibile notare che 
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, sostituendo questa nella (a) si ottiene 
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, da quest’ultima è innanzitutto possibile concludere che deve essere 
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, verificata tale condizione la potenza diventa quindi 
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, vogliamo adesso trovare una condizione su 
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, in altre parole è necessario studiare la funzione al variare di tale parametro, in particolare a noi interessa trovare il valore di 
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 che la rende massima, per far ciò è possibile derivare e porre la derivata uguale a zero, come mostrato di seguito:
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, abbiamo quindi trovato che la derivata prima si annulla quando la resistenza del carico coincide con la resistenza del generatore, vogliamo adesso verificare che effettivamente per questo valore di 
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 la potenza è massima, a tal proposito è possibile osservare che il denominatore della derivata 
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 sempre, ed il numeratore è positivo quando 
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, è pertanto possibile concludere che per 
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 si ha effettivamente un massimo. Riassumendo è possibile dire che il teorema del massimo trasferimento di potenza afferma che il generatore fornisce al carico la massima potenza possibile se si verifica che 
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, in altre parole che l’impedenza del carico è il complesso coniugato dell’impedenza interna del generatore.

Dimostrazione del teorema di reciprocità per gli accoppiamenti induttivi

[image: image208.png]fig1




Ricordiamo che dato un accoppiamento mutuo del tipo mostrato in fig.1, si definiscono coefficienti di autoinduzione 
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, coefficienti di mutuainduzione 
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, il teorema di reciprocità afferma che 
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, dimostriamolo:

sappiamo che è possibile scrivere le d.d.p. sui due induttori come segue
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 inoltre la potenza istantanea complessivamente assorbita dai due induttori è 
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, pertanto si ha che il lavoro elementare è 
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tenendo conto di questo risultato, calcoliamo il lavoro ciclico lungo il percorso chiuso di fig.2 (il punto 3 ha coordinate 
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, che è possibile ottenere facendo variare le correnti in modo opportuno, si ha
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, sommando si ottiene che il lavoro ciclico è 
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, se fosse 
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 significherebbe che viene fatto del lavoro sul sistema, se invece fosse 
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 significherebbe che il sistema fa lavoro, ma avendo percorso un ciclo entrambi i casi sono impossibili, pertanto l’unica soluzione possibile è che 
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E’ possibile pervenire allo stesso risultato in altro modo:

consideriamo la funzione energia del sistema 
[image: image34.wmf])
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, per definizione di energia si ha 
[image: image35.wmf]dL

dw

=

, essendo 
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 una funzione scalare, la forma differenziale 
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 deve necessariamente essere esatta, cioè essendo 
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, c.n.s. affinché tale forma differenziale sia esatta è che sia chiusa, cioè 
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La d.d.p. ai capi di un resistore è inferiore a quella del generatore

[image: image210.png]fig2



Vogliamo far vedere che in qualunque circuito in c.c. la d.d.p. ai capi di una resistenza è inferiore a quella del generatore. Pertanto se la resistenza di fig.1 è una resistenza di un circuito, nel quale è presente un generatore di tensione, la cui f.e.m. è 
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, per dimostrare quanto detto è necessario far vedere che 
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. Supponiamo per assurdo che esistano nodi  del circuito a potenziale maggiore di 
[image: image42.wmf]E

, scegliamo tra questi quello che ha il potenziale più elevato, indichiamo inoltre tale nodo con 
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, pertanto  facendo riferimento alla fig.2 supponiamo che sia 
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, grazie all’ipotesi assurda fatta le [image: image211.png]


correnti nei tre rami connessi al nodo devono necessariamente essere uscenti, ma d’altra parte per la prima legge di K la loro somma deve essere zero, l’unico caso in cui la somma di tre quantità dello stesso segno è nulla, è quando tutte e tre le quantità sono nulle, siamo quindi giunti alla conclusione che le tre correnti nei tre rami sono nulle; questo implica che i potenziali dei nodi sottostanti siano coincidenti con 
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. Ripetendo lo stesso ragionamento per i nodi sottostanti, ed ancora per quelli sotto, prima o poi incontrerò il generatore e arriverò a dire che 
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, ciò implica che l’ipotesi di partenza sia effettivamente assurda e quindi che 
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. Con lo stesso ragionamento è possibile concludere che 
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Teoria dei grafi

La teoria dei grafi è la base teorica dei metodi sistematici di analisi dei circuito. Su di essa sono basati simulatori di circuiti come lo spice. 
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fig.2



[image: image213.png]figd



Si definisce grafo l’insieme di lati e di nodi di un circuito, con la condizione che ogni lato incida su due nodi, in fig.1 è mostrato il grafo [image: image214.png]fig.2



relativo al circuito della stessa figura. Ovviamente un grafo contiene solo informazioni topologiche del circuito, le quali, da sole, non possono consentire l’analisi di un circuito, occorre a tale scopo, conoscere come sono costituiti i singoli rami. La maglia di  fig.2 prende il nome di maglia propria, mentre un grafo formato da un solo nodo prende il nome di grafo degenere. Si definisce sottografo un sottoinsieme del grafo che è a sua volta un grafo, dove per sottoinsieme s’intende che i nodi e i lati costituenti il sottografo devono comunque appartenere al grafo di partenza, per esempio quello mostrato in fig.3 non è un sottografo del grafo di fig.1 (in quanto non è un grafo), ma quello di fig.4 lo è. E’ necessario fare attenzione al fatto che uno stesso circuito può essere rappresentato da più grafi (facendo per esempio la serie o il parallelo di due bipoli). 

[image: image215.png]fig3 fig4



Sappiamo che in un circuito quando si parla di corrente o di tensione è necessario prestare attenzione ai segni, cioè sappiamo che se per esempio una corrente è negativa il verso è discorde a quello arbitrariamente fissato nel circuito. Anche in un grafo è necessario fare attenzione ai riferimenti, questo può essere fatto fissando arbitrariamente versi e segni, si preferisce comunque utilizzare la convenzione dei riferimenti associati, secondo la quale ogni lato del grafo esce da dove esce la corrente, cioè, come mostrato in fig.5, dal nodo a potenziale più elevato. Con la convenzione dei riferimenti associati la potenza in ogni lato, data da 
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, è quella assorbita dal lato stesso, questo implica che se nel ramo del circuito di partenza relativo al lato in esame vi è una resistenza, la potenza è positiva, se vi è un generatore è negativa (quest’ultima affermazione non sempre è vera). Un grafo per il quale è stata utilizzata la convenzione vista, prende il nome di grafo orientato. 

Dato un grafo è possibile applicare ad esso le leggi di Kirchhoff, infatti queste [image: image216.png]figs



possono essere applicate a partire dalla conoscenza della sola topologia del circuito.

Un grafo si dice connesso, se presa qualunque coppia di nodi esiste un percorso, formato da lati e nodi del grafo, che unisce i nodi considerati, per esempio detto il grafo rappresentato in fig.6 non è connesso.

L’insieme di taglio di un grafo connesso, è un sottoinsieme formato dai lati del grafo [image: image217.png]D



che tagliati rendono il grafo non connesso, e che tagliati tranne uno qualsiasi lasciano il grafo connesso. Un esempio di insiemi di taglio per il grafo di fig.7 è quello formato dai lati 6 e 4, o ancora quello formato dai lati 2, 3 e 5. Invece un esempio di insieme di lati che non è un insieme di taglio, è quello formato dai lati 3, 4 e 5. In generale l’insieme formato dai lati che insistono su un nodo, è un insieme di taglio, comunque esistono delle eccezioni. L’insieme di taglio è di grossa utilità nell’applicare la legge di Kirchhoff alle correnti, infatti permette di scrivere il massimo numero di equazioni indipendenti alle correnti, ciò si capisce osservando che i lati contenuti nell’insieme di taglio dividono in due parti il grafo, e quindi per il principio di conservazione della carica la somma algebrica delle correnti che passano nei lati dell’insieme di taglio è nulla, infine ricordando che aggiungendo uno dei lati dell’insieme di taglio, il grafo diventa connesso, la possibilità di scrivere un’equazione errata è esclusa. 

[image: image218.png]


In un grafo si definisce maglia, un sottografo connesso che soddisfa ad una particolare condizione: su ogni nodo del sottografo incidono due lati del sottografo stesso. Questa definizione di maglia è necessaria per poter scrivere le leggi di Kirchhoff alle maglie; per scrivere le equazioni alle maglie è necessario tenere presente l’orientamento del grafo, si consideri ad esempio la maglia di fig.8 (è possibile verificare con la definizione data che è effettivamente una maglia), fissando come verso di percorrenza quello che va da 1 a 2 si ha 
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Teorema di Tellegen

Tale teorema afferma che dato un grafo orientato con 
[image: image51.wmf]b

 lati, nell’ipotesi che le tensioni e le correnti di lato soddisfino le leggi di Kirchhoff, si ha 
[image: image52.wmf]0

1

=

å

=

b

k

k

k

i

v

, tale relazione è in accordo con il principio di conservazione dell’energia, infatti essa esprime il fatto che in un circuito la potenza netta è nulla.

Dimostrazione:
[image: image219.png]fig8
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   consideriamo il grafo orientato di fig.1, ed assumiamo che il nodo 
[image: image54.wmf]0

 abbia potenziale zero, vale a dire 
[image: image55.wmf]0

0

=

e

, tale nodo prende il nome di nodo di terra. Definiamo adesso i potenziali ai nodi come la d.d.p che c’è tra i nodi e il nodo di terra, supponiamo quindi di voler trovare il potenziale del nodo j, si ha 
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. Ovviamente è possibile seguire un percorso qualunque senza che il risultato cambi, di questo ne siamo certi grazie all’ipotesi LKT, infatti scegliendo la maglia formata dai lati 1-2-3-4 si ha 
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, il risultato ottenuto ci suggerisce che per raggiungere dal nodo j il nodo di terra, è possibile seguire indifferentemente i percorsi 3-4 e 1-2. Una volta definiti i potenziali ai nodi, è possibile mediante questi esprimere le tensioni di lato, ad esempio la tensione del lato orientato rappresentato in fig.2 è 
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. In generale dati due nodi 
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 e 
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, diremo che 
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                    a questo punto è possibile scrivere 
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 (*) questa relazione è sicuramente corretta se la situazione è quella di fig.2, nel caso in cui il verso del lato è contrario rimane comunque corretta, infatti si ha 
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[image: image64.wmf]Ritornando alla (*) è possibile scrivere 
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 (a) supponendo che nel grafo ci siano n nodi (escluso quello di terra), diremo che 
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, la validità di tale scrittura può essere verificata osservando che al generico lato 
[image: image67.wmf]k

 corrisponde un termine del tipo (a). Dimostriamo che la sommatoria è nulla:
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, ma per l’ipotesi LKI è possibile dire che 
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  pertanto il teorema è dimostrato.

Esempi:

Consideriamo le tensioni di lato ad un istante 
[image: image70.wmf]t

, e le correnti ad un istante successivo 
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, è ancora possibile scrivere 
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, questo in quanto le LKT e le LKI, continuano ad essere verificate.

Il teorema di Tellegen continua ad avere validità anche per il calcolo simbolico, si ha quindi 
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, bisogna fare attenzione al fatto che questa quantità non è la potenza. E’ comunque possibile scrivere 
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(**), questo in quanto anche le 
[image: image75.wmf]È
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 sono valide le LKI. 

Conseguenza del teorema di tellegen è inoltre il teorema di Boucherout, infatti se in un grafo sono presenti 
[image: image76.wmf]e

 generatori, la (**) può essere scritta come segue  
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 questa relazione esprime l’uguaglianza tra due quantità complesse, e quindi l’uguaglianza tra due quantità reali e due immaginarie, in particolare la parte reale esprime il fatto che la potenza attiva erogata dai generatori è uguale a quella assorbita dal circuito, la parte immaginaria esprime la stessa cosa per la potenza reattiva. Bisogna comunque prestare attenzione al fatto che la (**) non dice che la potenza apparente erogata dai generatori è uguale a quella assorbita dal carico, infatti questo è vero solo se gli angoli caratteristici delle potenze complesse sono uguali.

Dato circuito con un solo generatore di fig.2, per il teorema di Tellegen è possibile scrivere [image: image221.png]
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, il primo termine rappresenta la potenza complessa erogata dal generatore, è pertanto possibile notare che se le 
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sono resistenze, la potenza complessa sarà puramente reale, se invece le 
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 sono induttori la parte immaginaria della sommatoria sarà positiva, e quindi la parte immaginaria della potenza complessa sarà positiva, con lo stesso ragionamento è possibile concludere che nel caso in cui le 
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 sono condensatori, la parte immaginaria della potenza complessa è negativa. 

Metodi di analisi sistematici

Prima di illustrare i metodi di analisi ai nodi e agli anelli, vediamo lo spostamento di generatori.
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I circuiti di fig.1 e di fig.2, hanno la stessa caratteristica esterna, in particolare si ha 
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, vedremo come sia possibile passare da uno all’altro applicando i risultati che troveremo.
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Supponiamo di essere nella situazione schematizzata in fig.3, vogliamo far vedere che il circuito di fig.4 è equivalente, cioè che le soluzioni dei due circuiti coincidono. E’ innanzitutto possibile osservare che le equazioni ai nodi nei due circuiti sono le stesse, tranne che per una combinazione lineare. Se indichiamo infatti con 
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 le correnti entranti nel primo nodo di fig.3, e con 
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 quello uscenti, è possibile dire che 
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, l’ultima relazione ottenuta non è altro che l’equazione al nodo di fig.4. Per quanto riguarda le equazioni alle maglie basta applicare la seconda legge di K. [image: image225.png]figs



alle due maglie di fig.5 ed osservare che sono uguali, un altro caso potrebbe essere quello di fig.6, ma anche questa volta le equazioni sono uguali, in quanto nella seconda maglia l’effetto dei due generatori è nullo (agiscono in senso opposto).

[image: image226.png]figh



Vogliamo vedere adesso come sia possibile spostare un generatore di corrente, [image: image227.png]fig.7



supponiamo di avere una maglia  nella quale è presente un generatore di corrente come illustrato in fig.7, questa volta è necessario mettere in parallelo il generatore ad ogni elemento del circuito di partenza come in fig.8. Anche in questo caso i due circuiti sono equivalenti, infatti le equazioni ai nodi e alle maglie non cambiano. Per quanto riguarda le prime, è immediato osservare che quelle ai nodi terminali sono le stesse, per quelle ai nodi intermedi basta notare che i generatori di corrente contribuiscono alle equazioni due volte, una volta con una corrente entrante e l’altra con una uscente, e quindi il loro contributo risultante è nullo. Per quanto riguarda le equazioni alle maglie, si ha che la somma delle due equazioni relative alle due maglie di fig.9, non è altro che l’equazione alla maglia relativa al circuito di fig.10. 
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Vediamo adesso come ottenere il circuito di fig.2 a partire da quello di fig.1. Il generatore di fig.1 può essere spostato come mostrato in fig.11, fatto questo è possibile osservare che il generatore di tensione in rosso, può essere eliminato in quanto in serie ad un generatore ideale di corrente, il circuito che ne risulta è proprio quello di fig.2. Viceversa [image: image229.png]fig 11
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partendo dal circuito di fig.2, per quello detto sullo spostamento di un generatore di corrente, è possibile ottenere il circuito di fig.12, infine osservando che il generatore di corrente in rosso, può essere sostituito con un circuito aperto in quanto in parallelo ad un generatore di tensione ideale, si ottiene il circuito di fig.1.

Metodo dell’analisi ai nodi

Consideriamo il grafo connesso ed orientato di fig.1, le cui equazioni ai nodi [image: image230.png]fig.10



sono:
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Scrivendo le equazioni a tutti i nodi si ottiene un sistema di equazioni linearmente dipendenti, è possibile dimostrare che sopprimendo un’equazione (quella relativa al nodo di massa 0), le rimanenti sono linearmente indipendenti; ovviamente queste 
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 equazioni non sono sufficiente a determinare tutte le correnti.

Scrivendo le 
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 equazioni ai nodi in forma matriciale si ottiene 
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 prende il nome di matrice d’incidenza ridotta. Ogni elemento 
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Ricordando che dato il lato di fig.2 si ha 
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, è possibile scrivere 
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, e poiché ad ogni colonna di 
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 corrisponde un lato e un lato incide su due nodi, nella colonna non è possibile avere tre elementi nulli. In particolare nel caso in cui si hanno due elementi non nulli si ha 
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, nel caso invece di un solo elemento non nullo 
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Le equazioni LKC e LKT non sono sufficienti a risolvere un circuito, in quanto esse sono legate alla topologia del circuito prescindendo dalla natura dei bipoli che lo compongono, è questo il motivo per cui sono necessarie le equazioni costitutive:

abbiamo visto che 
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 è possibile scrivere la (a) in forma matriciale 
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 (b), dove nel caso più generale 
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 è una matrice i cui termini sono ammettenze, e per questo prende il nome di matrice di ammettenza di lato. Moltiplicando primo e secondo membro della (b) per 
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, e tenendo conto della LKC si ha 
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 ancora tenendo conto di quanto ottenuto e della LKT si ottiene 
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 (c), quest’ultima espressione rappresenta proprio le equazioni che cercavamo e quindi ci permette di risolvere il circuito in maniera univoca. Definiamo matrice di ammettenze di nodo la matrice di ordine  
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. Dimostriamo adesso che se G è una matrice simmetrica e definita positiva, lo è anche 
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ricordiamo innanzitutto che se una matrice è simmetrica se coincide con la trasposta, troviamo la trasposta della matrice delle ammettenze di nodo, si ha 
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 è definita positiva, cioè è necessario far vedere che 
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E’ possibile dimostrare che 
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 coincide con la matrice delle conduttanze definita nel metodo del potenziale ai nodi, infatti ricordando che 
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, è possibile scrivere 
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 questa quantità non è altro che la somma, cambiata di segno, delle conduttanze relative ai lati che uniscono il nodo 
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, cambiata di segno in quanto nell’ipotesi che 
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 siano diversi da zero, essendo elementi della stessa colonna valgono sempre 1 e –1, pertanto il loro prodotto è sempre –1. Troviamo adesso gli elementi della diagonale principale, si ha 
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 questa quantità è la somma delle conduttanze relative ai lati che incidono sul nodo 
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Abbiamo pertanto dato un significato al primo membro delle equazioni sostitutive 
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, per quanto riguarda la matrice dei termini noti 
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, consideriamo il generico lato, e trasformiamo il generatore di tensione in un generatore di corrente, come mostrato in fig.3. Ricordando che 
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, le equazioni diventano 
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, questa rappresenta la somma delle correnti erogate dai generatori di corrente equivalenti che incidono al nodo i, il cui segno dipende dal verso, i termini non nulli sono quelli in cui 
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Facciamo vedere che partendo dalle  leggi di Kirchhof  nella dorma 
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, tenendo conto di questi e delle LKC e LKT, è possibile scrivere 
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Metodo di analisi agli anelli
Si definisce grafo topologico, un grafo disegnato in maniera particolare, per esempio [image: image233.png]fig3



i grafi fig.1 sono uguali, ma sono topologicamente differenti, cioè ognuno di essi rappresenta un particolare grafo topologico.

[image: image234.png]


Un grafo si dice planare, se può essere rappresentato sul piano senza che ci sia intersezione tra due lati in un punto che non sia un nodo.

[image: image235.png]fig.2



Un grafo si dice articolato, se esistono due sottografi la cui unione è il grafo stesso, e la cui intersezione è un nodo, in fig.2 è riportato un esempio di grafo articolato.

Dato un grafo connesso, topologico, planare e non articolato, si definisce anello una maglia la cui regione da essa delimitata non contiene né nodi né lati, ad esempio il grafo di fig.3 è formato da due anelli. Si definisce anello esterno una maglia al di fuori della quale non c’è nessun lato, ovviamente nel caso in cui nel grafo vi è un solo anello, esso è sia esterno che interno.

Dimostriamo il teorema fondamentale dei grafi, secondo il quale 
[image: image158.wmf]1

+

-

=

n

b

l

, dove 
[image: image159.wmf]l

 è il numero dia anelli, 
[image: image160.wmf]b

 il numero di lati, 
[image: image161.wmf]n

 il numero di nodi. Questo teorema si dimostra per induzione, vale a dire: si verifica la validità per 
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Per un anello è immediato verificare che si ha 
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, scegliendone due qualsiasi ed eliminando i lati (ed i nodi presenti nei lati), comuni ai due anelli, si passa da un grafo nel quale sono presenti 
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 anelli, per il teorema fondamentale dei grafi si ha 
[image: image170.wmf]1

'

'

+

-

=

n

b

l

(a), dove 
[image: image171.wmf]'

b

 ed 
[image: image172.wmf]'

n

 sono il numero di lati e nodi rimanenti, ricordando a questo punto che la (a) è vera per ipotesi (fa parte delle ipotesi da usare nell’applicare il principio d’induzione), ed osservando che avendo cancellato 
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[image: image236.png]fig3



Si definisce grafo duale di un grafo connesso, planare, topologico e non articolato, il grafo che si ottiene associando ad ogni anello (compreso quello esterno) un nodo, ad ogni lato (comune a due anelli) un altro lato, schematicamente si ha:
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in fig.4 è riportato un esempio di grafi duali.

Per orientare i lati del grafo duale, bisogna tenere presente la convenzione secondo la quale, i lati del grafo duale sono ruotati di 90° in senso orario rispetto ai lati, appartenenti al grafo di partenza, a cui essi sono associati.

[image: image237.png]figd



Esiste una corrispondenza tra le equazioni agli anelli del grafo di partenza e quelle ai nodi del grafo duale:

dati i grafi di fig.5 (il rosso è il duale del nero)  si ha 
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Indichiamo con 
[image: image179.wmf]M

 la matrice d’incidenza agli anelli del grafo di partenza, ogni elemento di essa è così fatto          
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Per quanto detto 
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 coincide con la matrice d’incidenza dei nodi relativa al grafo duale, si ha cioè 
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 contiene tutte le equazioni agli anelli, compresso quello esterno. Se escludo l’anello esterno, 
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 prende il nome di matrice agli anelli ridotta, inoltre se all’anello esterno faccio coincidere il nodo di massa, anche la 
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 diventa la matrice d’incidenza ai nodi ridotta. A questo punto è possibile scrivere la relazione di dualità 
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 sono le correnti d’anello (correnti fittizie non misurabili). 
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Ricordiamo la relazione 
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La matrice 
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, per analogia con il metodo di analisi ai nodi,  è così fatta:

i termini sulla diagonale principale sono 
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 rappresenta invece la somma dei generatori di tensione e di corrente trasformati in tensione (vedi fig.7), relativi ai lati appartenenti all’anello in questione. Dalla figura è quindi possibile osservare che le tensioni da associare ai generatori di corrente è 
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