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1) Le funzioni di più variabili

Sappiamo che una funzione è una corrispondenza univoca fra due insiemi A e B. finora ci siamo occupati delle funzioni d’una sola variabile, cioè di funzioni il cui dominio e il cui codominio sono sottoinsiemi di R; nella pratica capita però d’avere a che fare con funzioni di più variabili, cioè con funzioni in cui il valore d’una variabile dipende da più variabili fra loro indipendenti.

Una funzione reale di n variabili reali è una relazione che ad ogni n-pla di numeri reali (x1,x2, …, xn ) associa uno ed un solo numero reale.
Per indicare una tale funzione si usano simboli analoghi a quelli già usati per le funzioni reali d’una variabile, vale a dire 
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, dove D è un sottoinsieme di Rn e 
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L’insieme D si dice dominio della funzione e rappresenta l’insieme delle n-ple ordinate (x1, x2, …, xn) che hanno come corrispondente un solo numero reale z; esso si dice immagine di (x1, x2, …, xn) e (x1, x2, …, xn) si dice controimmagine di z; l’insieme delle immagini delle n-ple (x1, x2, …, xn) si dice codominio della funzione.

In generale, se è vero che ad ogni n-pla (x1, x2, …, xn) corrisponde una sola z, ad ogni z possono corrispondere più n-ple.

Nella nostra trattazione ci occuperemo delle funzioni di due variabili reali, che indicheremo con x e y; il dominio D d’una funzione di due variabili è un sottoinsieme di R2 e scriveremo la funzione nella forma 
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2) La ricerca del dominio di una funzione
Come nel caso delle funzioni d’una sola variabile reale, la prima cosa da fare quando si deve studiare una funzione è determinare il suo dominio. Per farlo dobbiamo tenere presente le consuete regole d’esistenza:

· Un polinomio esiste sempre;

· Una frazione esiste se il suo denominatore è diverso da zero;

· Un radicale d’indice pari esiste se il suo argomento è positivo o nullo; 

· Un radicale d’indice dispari esiste sempre;

· Un logaritmo esiste se il suo argomento è positivo.

Tenendo presenti queste regole non è difficile determinare il dominio d’una funzione di due variabili, che è una regione del piano xy.

3) Le linee sezione e le linee di livello

Costruire il grafico d’una superficie nello spazio è semplice se si ha a disposizione un software adeguato.

Sappiamo che da un grafico si possono ricavare importanti informazioni di tipo qualitativo, tuttavia un grafico non riesce a comunicare informazioni precise sulle coordinate dei punti in cui la funzione assume il suo valore massimo o il suo valore minimo.

Nelle applicazioni, poi, è sufficiente determinare l’andamento delle linee che si ottengono sezionando la superficie 
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con un piano particolare. Senz’altro hai visto che, nelle previsioni del tempo che si vedono in televisione, si vede la cartina dell’Europa con disegnate le isobare o le isoterme. Tali linee sono il risultato della sezione d’una superficie con un piano.

Viceversa, mediante le linee che s’ottengono sezionando una superficie con una serie di piani paralleli fra loro è possibile avere un’immagine della superficie stessa.

Come determinare queste linee?

Consideriamo una funzione d’equazione 
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ed un piano parallelo al piano coordinato xz; sappiamo che un tale piano ha equazione 
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La linea sezione della superficie data con il piano è la soluzione del sistema

[image: image181.wmf]ed è la linea che s’ottiene ponendo la costante k al posto di y nell’equazione della superficie.

Ad esempio l’intersezione della funzione d’equazione 
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La linea sezione è quindi una parabola con vertice nel punto 
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Le sue coordinate nello spazio sono, quindi, (0,1, -2).

Analogamente possiamo definire le linee sezione d’una superficie con un piano parallelo al piano coordinato yz; poiché un tale piano ha equazione 
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 le curve sezioni s’ottengono ponendo la costante k al posto di x nell’equazione della superficie.

Ad esempio, la curva sezione della superficie precedente con il piano 
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e rappresenta una retta.

L’insieme delle sezioni d’una superficie con piani paralleli ai piani coordinati xz e yz riesce a dare un’immagine tanto più precisa della superficie quanto più numerose sono le sezioni fatte.

Un discorso a parte va fatto per le intersezioni d’una superficie con i piani paralleli al piano xy; sappiamo che tali piani hanno equazione 
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e che l’intersezione fra la superficie data ed il piano è la soluzione del sistema 
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Tale linea s’ottiene sostituendo la costante k al posto della variabile z e prende il nome di linea o curva di livello. Essa ha equazione 
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Anche la funzione che s’ottiene con una proiezione ortogonale sul piano xy prende lo stesso nome. In sostanza con il nome di linea di livello s’indica sia la curva intersezionale della f (x,y) con il piano
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, sia la sua proiezione sul piano xy. Osserviamo che le linee di livello non s’intersecano mai l’una con l’altra.

Determiniamo, ad esempio, le linee di livello della superficie d’equazione 
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La funzione ha per dominio R2 e le sue linee di livello sono le intersezioni con il piano
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, cioè le equazioni 
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Osserviamo che, al crescere di k, otteniamo ellissi aventi semiassi di lunghezza crescente. L’insieme delle linee di livello dà l’immagine della superficie f.

Vedremo che lo studio delle linee di livello ci consentirà d’individuare i punti di massimo e di minimo d’una funzione.

4) Limiti e continuità delle funzioni di due variabili

Anche per le funzioni di due variabili possiamo introdurre concetti analoghi a quelli introdotti nel caso delle funzioni d’una sola variabile reale, vale a dire intorni di punti, limiti, continuità, derivabilità, punti di massimo e di minimo, e così via.

Per poter affrontare questi argomenti dobbiamo premettere alcune definizioni relative ai punti del piano.

Dato un punto A(x0,y0) ed un numero reale r, si dice intorno circolare di A l’insieme dei punti (x,y) del piano la cui distanza da P è minore di r. L’insieme di tali punti è quello dei punti del cerchio di centro A e raggio r, che soddisfano la relazione 
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Si parla, poi, d’intorno d’infinito quando si considerano i punti esterni ad un cerchio di raggio arbitrariamente grande.
Un punto A d’un insieme 
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 si dice interno all’insieme se esiste un intorno circolare di centro A formato esclusivamente da punti di 
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; un punto B si dice esterno ad 
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 se esiste un intorno circolare di centro B che non contiene alcun punto di 
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; un punto che non è né interno né esterno si dice di frontiera per 
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. Un punto è di frontiera se ogni suo intorno contiene sia punti interni a 
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 che punti esterni a 
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.
Un insieme di punti del piano si dice limitato se esiste un intorno che lo contiene; si dice aperto se i suoi punti sono tutti interni; si dice chiuso se i punti della sua frontiera gli appartengono.
Dato un insieme 
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 di punti del piano, si dice che un punto A è d’accumulazione per 
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 se, comunque venga fissato un intorno circolare di A, in esso cadono infiniti punti di 
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.
Data una funzione f (x,y) di dominio D ed un punto P0(x0,y0) che sia d’accumulazione per D, si dice che la funzione f ha per limite l per P(x,y) che tende a P0 e si scrive 
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se si riesce a determinare un intorno circolare del punto P0, per tutti i punti del quale vale la relazione 
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Data una funzione f(x,y) di dominio D ed un punto P0(x0,y0) che sia d’accumulazione per D, si dice che la funzione f ha per limite +∞ per P(x,y) che tende a P0 e si scrive
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se si riesce a determinare un intorno circolare del punto P0, per tutti i punti del quale vale la relazione 
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È evidente l’analogia con le definizioni di limite delle funzioni d’una sola variabile.

In modo del tutto analogo si danno le definizioni di limite quando il punto P va all’infinito, vale a dire quando 
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Per le funzioni di due variabili valgono gli stessi teoremi che valgono per quelle d’una sola variabile: unicità del limite, limite d’una somma, d’un prodotto o d’un quoziente, delle funzioni composte e così via.

Alcune osservazioni

· Nelle funzioni d’una sola variabile sostenere che 
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significa che x s’avvicina a x0 muovendosi su una retta. Nel caso delle funzioni di due variabili, sostenere che 
[image: image42.wmf]0

P

P

®

significa che P s’avvicina a P0 lungo un percorso qualunque che collega P a P0.

· Per calcolare il limite per
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dobbiamo far tendere contemporaneamente x a x0 e y a y0 in modo indipendente ed è sbagliato calcolare tale limite facendo tendere x a x0 pensando ad y come ad una costante e poi far tendere y a y0 pensando ad x come una costante; questo equivarrebbe far muovere P lungo un percorso a L obbligato.

In generale avviene che 
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· Per il calcolo del limite d’una funzione di due variabili si seguono gli stessi criteri che si seguono per calcolare quello delle funzioni d’una sola variabile.
Una funzione f (x,y) definita in un insieme piano di 
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 si dice continua in un punto 
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se esiste finito 
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e se tale valore è uguale a quello che la funzione assume in P0, vale a dire 
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.Se poi la funzione f è continua in ogni punto di un insieme 
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, allora si dice che è continua in 
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.
5) Le derivate parziali

Abbiamo visto come, sezionando una superficie con un piano parallelo al piano coordinato xz oppure yz s’ottengano delle curve il cui andamento ci comunica informazioni sulla superficie. Osserviamo che tali sezioni sono funzioni d’una sola variabile e d’esse possiamo determinare tutto quello che c’interessa. Sfruttando queste considerazioni possiamo estendere il concetto di derivata alle funzioni di due variabili.

Consideriamo una funzione f (x,y) definita in un insieme 
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 e sia P0 (x0,y0) un punto di 
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. Mantenendo fisso y0 la funzione data dipende dalla sola variabile x e d’essa possiamo calcolare il rapporto incrementale relativo al punto x0 e ad un incremento Δx.

Sappiamo che, se esiste finito il limite per Δx che tende a zero di tale rapporto, la funzione f (x,y0) è derivabile in P0. Possiamo allora dare la seguente definizione:

Si dice derivata parziale rispetto ad x della funzione f (x,y) nel punto P0 (x0,y0) il limite, se esiste finito per Δx che tende a zero, del rapporto incrementale di f relativo al punto x0 e all’incremento Δx, vale a dire 
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Come nel caso delle funzioni d’una sola variabile, accade poi che, se il limite del rapporto incrementale esiste finito per tutti i punti dell’insieme 
[image: image55.wmf]Á

, allora la funzione f è derivabile parzialmente rispetto a x in tutto 
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.

In modo del tutto analogo possiamo definire la derivata parziale della funzione f rispetto ad y:

Si dice derivata parziale rispetto ad y della funzione f (x,y) nel punto P0 (x0,y0) il limite, se esiste finito per Δy che tende a zero, del rapporto incrementale di f relativo al punto x0 e all’incremento Δy, vale a dire 
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Anche in questo caso, se il limite del rapporto incrementale esiste finito per tutti i punti dell’insieme 
[image: image58.wmf]Á

, allora la funzione f è derivabile parzialmente rispetto a y in tutto 
[image: image59.wmf]Á

.

Le derivate parziali d’una funzione f in un punto (x,y) s’indicano con uno dei seguenti simboli:

· Per le derivate parziali rispetto a x: f’x, z’x, 
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· Per le derivate parziali rispetto a y: f’y, z’y, 
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Attenzione! La derivabilità parziale non è una condizione sufficiente per la continuità

Per il calcolo d’una derivata parziale ci affidiamo alle regole imparate per il calcolo delle derivate delle funzioni in una sola variabile. Vediamo alcuni esempi:
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Si ha subito che 


[image: image63.wmf]4

3

'

2

-

=

x

z

x

(la derivata di 3y2-5 è uguale a zero perché è la derivata d’una costante)
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2. 
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3.  
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4. 
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5.1 Il piano tangente

La derivata d’una funzione d’una sola variabile in un punto x0 rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva in quel punto; possiamo dare un’interpretazione analoga anche alle derivate parziali d’una funzione di due variabili.

Data la funzione 
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e preso un suo punto 
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, abbiamo visto che, per calcolare la derivata parziale rispetto a x della funzione, dobbiamo tenere fisso y0. Questo significa sezionare la superficie con il piano 
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; allora, la derivata parziale rispetto a x rappresenta il coefficiente angolare della retta r tangente alla curva sezione nel punto A.

Analogamente, la derivata parziale rispetto a y nel punto A rappresenta il coefficiente angolare della retta s, tangente alla sezione della superficie con il piano 
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in tale punto.

Se teniamo presente che due rette che s’intersecano definiscono un piano, le due rette tangenti alle curve sezioni definiscono il piano tangente alla superficie nel punto A.

Si può dimostrare che il piano tangente ha equazione
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Facciamo alcune considerazioni su tale piano.

· Innanzi tutto, il piano tangente contiene anche tutte le rette tangenti in A alle curve che s’ottengono sezionando la superficie f con un piano per A;

· Può darsi che la superficie f non abbia piano tangente in A; ciò capita quando le curve sezioni non hanno la retta tangente;

· Come per le funzioni d’una sola variabile la retta tangente approssima la funzione in un intorno del punto di tangenza, così il piano tangente approssima la superficie in un intorno del punto A.

Esempio

Determiniamo il piano tangente alla superficie d’equazione 
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nel suo punto d’ascissa 1 ed ordinata –1.

Calcoliamo la quota del punto di tangenza f (1, -1) = 2.

Calcoliamo ora le derivate parziali:
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L’equazione del piano tangente è:
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5.2 Le derivate successive

Se le derivate prime f’x (x,y) e f’y (x,y) sono funzioni derivabili, si possono calcolare le loro derivate parziali. La funzione f’x (x,y) può essere derivata parzialmente rispetto a x e parzialmente rispetto a y e così anche la funzione f’y (x,y); le derivate così ottenute si dicono derivate seconde parziali della funzione f; tali derivate sono:
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ottenuta calcolando la derivata rispetto ad x e poi rispetto ad x
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ottenuta calcolando la derivata rispetto ad x e poi rispetto ad y
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 ottenuta calcolando la derivata rispetto ad y e poi rispetto ad y
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 ottenuta calcolando la derivata rispetto ad y e poi rispetto ad x
Le derivate seconde della funzione f calcolate prima rispetto ad una variabile e poi all’altra si dicono derivate miste.
Ad esempio, data la funzione 
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, le sue derivate sono:
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Osserva che abbiamo ottenuto che le due derivate miste sono uguali. Questa relazione è vera in generale.

Teorema (di Schwarz) Se la funzione f (x,y) ha derivate seconde miste che sono continue in un insieme 
[image: image109.wmf]Á

, allora 
[image: image110.wmf]xy

xy

f

f

'

'

'

'

=

 in ogni punto di 
[image: image111.wmf]Á

.
6) Il differenziale

Abbiamo già detto che la derivabilità non è una condizione sufficiente per la continuità: una funzione f (x,y) può essere derivabile parzialmente in un punto pur essendo discontinua in tale punto. Per lo studio delle proprietà locali d’una funzione di due variabili occorre introdurre un ente, che sia in grado di farci conoscere l’andamento di f in un intorno del punto che c’interessa.

Diamo allora le seguenti definizioni.

Sia f (x,y) una funzione definita in un insieme D del piano xy e sia 
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un punto di D; supponiamo che in P esistano le derivate parziali prime di f.

Si dice differenziale parziale della funzione f rispetto a x relativo al punto P e all’incremento 
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 l’espressione 
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Si dice differenziale parziale della funzione f rispetto a y relativo al punto P e all’incremento 
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Si dice differenziale totale della funzione f relativo al punto P e agli incrementi 
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, e s’indica con df, la somma dei differenziali parziali della funzione 
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Osserviamo poi che, se consideriamo le funzioni 
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, i loro differenziali totali sono:
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 sono, quindi, uguali ai differenziali totali d’una funzione f in P con la relazione
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Il differenziale d’una funzione riveste importanza nel caso delle funzioni di due variabili perché si dimostra che se una funzione f (x,y) è differenziale in punto P, allora è anche continua in P.

Se, nel caso d’una funzione d’una sola variabile, calcolare il differenziale in un punto significa approssimare la funzione con la sua retta tangente, nel caso d’una funzione di due variabili calcolare il differenziale totale significa approssimare la funzione con il suo piano tangente.

7) Massimi e minimi d’una funzione di due variabili

7.1. Problemi introduttivi

Come nel caso delle funzioni d’una sola variabile reale, anche per le funzioni di due variabili è importante saper determinare i punti di massimo e minimo. Vediamo un esempio.

Esempio

Si sa che la domanda d’un bene dipende dal suo prezzo. Una fabbrica che produce televisori e videoregistratori ha rilevato che le relazioni fra i prezzi e le quantità vendute sono le seguenti:
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dove x1 rappresenta la domanda di televisori ed x2 quella di videoregistratori e dove p1 e p2 sono i prezzi dei due beni.

Supponiamo che il costo per la produzione sia dato da
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per cui il costo totale di produzione è:
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Il ricavo dell’azienda è dato dalla somma dei prodotti del prezzo di vendita di ciascun bene, il tutto moltiplicato per la quantità venduta, vale a dire:
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Il profitto dell’azienda è espresso dalla seguente relazione:
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Diventa interessante studiare come varia il profitto in dipendenza dalle variabili x1 e x2 e stabilire se esiste qualche punto in cui tale profitto diventa massimo.

I termini “massimo” e “minimo” sono stati usati finora in modo intuitivo. Vediamo di precisare meglio questi concetti.

Sia 
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una funzione definita in un insieme D del piano. Si dice che un punto 
[image: image138.wmf]D

y

x

P

Î

)

,

(

0

0

0

è un punto di minimo relativo per f se esiste un intorno di P0 contenuto in D per tutti i punti del quale capita che 
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Analogamente

Si dice che un punto 
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 è un punto di massimo relativo per f se esiste un intorno di P0 contenuto in D per tutti i punti del quale capita che 
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Si parla invece di punto di minimo assoluto e di massimo assoluto se le relazioni sono vere per ogni 
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I punti di massimo e di minimo vengono detti punti stremanti della funzione.
Vediamo come possiamo risolvere il problema della determinazione dei punti di massimo e di minimo d’una funzione 
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7.2. La determinazione dei punti di massimo e di minimo

Vi sono diversi modi di determinare i punti di massimo e di minimo relativi d’una funzione di due variabili; vediamo i principali.

I massimi ed i minimi con le linee di livello

Consideriamo la funzione 
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di dominio R2; sappiamo che possiamo avere informazioni sul comportamento d’una funzione mediante le sue curve di livello che hanno equazione 
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e rappresentano delle ellissi con centro nell’origine O del sistema di riferimento e semiassi 
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. Osserviamo che per 
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 l’ellisse si riduce ad un punto e che la lunghezza dei suoi semiassi aumenta al crescere di k.

Questo significa che, in ogni punto di R2 la funzione f assume valori maggiori che nell’origine, quindi l’origine è un punto di minimo per la funzione.

Quello che abbiamo visto nell’esempio vale in generale. Per decidere se si tratta d’un punto di massimo o di minimo occorre analizzare il comportamento delle curve di livello al variare di k: se le curve tendono ad allontanarsi da P al crescere di k, allora P è un punto di minimo, in caso contrario è un punto di massimo.

I massimi e i minimi con le derivate

Se una funzione f (x,y) è derivabile, per determinare i suoi punti di massimo e minimo relativi possiamo ricorrere ad un metodo che si basa sul calcolo delle derivate parziali.

Osserviamo che, se la funzione f assume il suo valore massimo in un punto P (x0 ,y0 ), la sua linea sezione con il piano per P parallelo al piano coordinato xz, deve avere un massimo in P e anche la linea sezione con il piano parallelo al piano coordinato yz, cioè la funzione f (x0 ,y), deve avere un massimo in P. questo significa che le derivate prime di queste funzioni devono annullarsi nel punto (x0,y0).

Una condizione necessaria per l’esistenza d’un punto di massimo o di minimo in P è data dal seguente teorema:

Se una funzione f (x,y) di dominio D possiede un massimo o un minimo nel punto P (x0 ,y0 ) interno a D, allora 
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Possiamo interpretare geometricamente il teorema riflettendo sul fatto che le rette tangenti alle curve 
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sono parallele al piano xy; anche il piano tangente, quindi, è orizzontale. Allora, poiché l’equazione del piano tangente è
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e l’equazione d’un piano orizzontale ha la forma 
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I punti di massimo e di minimo relativi d’una funzione f vanno ricercati fra quelli che annullano le derivate prime parziali di f, cioè fra le soluzioni del sistema
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Tali punti si dicono punti critici della funzione f.

Osserviamo che il teorema è una condizione necessaria per l’esistenza di punti di massimo o di minimo relativi, ma non è una condizione sufficiente; può capitare che s’annullino entrambe le derivate parziali prime ma che il punto P sia un punto di massimo per 
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Un punto 
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 si dice punto di sella se ogni intorno di P ha dei punti per cui vale la relazione 
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 e dei punti per cui vale la relazione opposta  
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Ricerchiamo se esistono delle condizioni sufficienti per stabilire se un punto critico è un punto stremante per f.

Se ricordi, per una funzione g(x) d’una sola variabile si sa che se per un punto c del dominio della funzione si verifica che se 
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allora c è un punto di minimo, mentre se 
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allora c è un punto di massimo.

Una condizione simile vale anche per le funzioni di due variabili.

Data una funzione 
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 di dominio D, che ammette derivate parziali seconde continue in D, si dice hessiano di f, e s’indica con il simbolo 
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Si dimostra che vale il seguente teorema:

Sia 
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 un punto critico per una funzione f, cioè tale che 
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 l’hessiano di f calcolato in P. si ha che:

· Se 
[image: image174.wmf]0

)

,

(

0

0

>

y

x

H

 e contemporaneamente 
[image: image175.wmf]0

)

,

(

'

'

0

0

>

y

x

f

xx

, allora P è un punto di minimo relativo;
· Se 
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, allora P è un punto di massimo relativo.

Questo teorema ci dà delle condizioni sufficienti affinché un punto stazionario sia un massimo o un minimo relativo. Se si ha

· 
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 allora P è un punto di sella;

· 
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 non si può dire nulla su P e si deve indagare in modo diverso.
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