Relazioni

Siano X e Y due insiemi e per 
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 sia r(x,y) un predicato binario. Si dice che questo predicato esprime una relazione binaria tra gli elementi di X e di Y. Se r(x,y) è vera si dice che x sta in relazione con y. 

Sia R il sottoinsieme di 
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 costituito dalle coppie per cui r(x,y) è vera.
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R è detto grafico della relazione.

Un sottoinsieme  R di 
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definisce una relazione di equivalenza in A se:

1. 
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2. 
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3. 
[image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

R

c

a,

R

,

,

Î

Þ

Î

Ù

Î

c

b

R

b

a


(transitiva)

Una relazione binaria 
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 in A é detta d’ordine se:

1. riflessiva

2. antisimmetrica 
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3. transitiva

ALGEBRA DI BOOLE

· Un’ algebra di Boole è una struttura algebrica (X, (, (, ‘) tale che:

· vi sono due operazioni binarie interne: il prodotto ( e la somma (
· vi è una operazione monadica interna: il complemento ‘

· vale la proprietà associativa di ( e di (
· vale la proprietà commutativa di ( e di (
· vale la proprietà distributiva di ( rispetto a ( e di ( rispetto a (
· esiste l’elemento neutro rispetto alla somma ( denotato con 0

· esiste l’elemento neutro rispetto al prodotto ( denotato con 1

· a(a’=1

· a(a’=0

· un reticolo è un insieme parzialmente ordinato (X, () nel quale:

· (a,b(X esistono inf(a,b)(X e sup(a,b)(X

· un’ algebra di Boole è un reticolo distributivo e complementato

· un reticolo, per essere algebra di Boole

GRUPPI

· un semigruppo 
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è una struttura algebrica dotata di:

· una operazione binaria interna associativa
· un monoide 
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è una struttura algebrica dotata di:

· una operazione binaria interna associativa per la quale esiste l’elemento neutro
· un gruppo 
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 è una struttura algebrica dotata di:

· un’ operazione binaria interna
· associativa
· per la quale esista l’elemento neutro (denotato con u, uG, 1G, 1)  
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· tale che per ogni elemento esiste l’inverso in G (denotato con a-1) 
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· se l’operazione ( è commutativa il gruppo è detto abeliano
· l’ordine del gruppo è il numero dei suoi elementi
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Gruppo ciclico di ordine 4

Gruppo di Klein di ordine 4

Il più semplice gruppo non commutativo è il gruppo di ordine 6 S3

· un k-ciclo di Sn, denotato con (a1, a2, ..., an ), ai ( I, è la permutazione di Sn  tale che a1 (a2, a2(a3, an(a1 e x(x (x ( a1, a2, ..., an 

· due cicli sono detti disgiunti se ai ( bj , (i, j

SOTTOGRUPPI
· un sottogruppo è un sottoinsieme di un gruppo che forma un gruppo rispetto alla stessa operazione.

· Siano 
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 un gruppo e H un sottoinsieme non vuoto di G, allora 
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è detto sottogruppo di 
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se:

1. (a, b(H, a(b(H (cioè H è stabile)

2. (a(H, a-1 (H (cioè esistono gli inversi in H)

· Il fatto che 
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 è sottogruppo di 
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si denota con H<G

· G ed u sono sottogruppi di G detti impropri o banali
GRUPPI CICLICI

· un gruppo (G, () è detto ciclico se i suoi elementi sono tutti potenze1 di uno stesso elemento, detto un generatore  di G

· G è ciclico se esiste g(G / (gn, n ( Z(
· il periodo di un elemento g di un gruppo G è il più piccolo intero positivi r tale che gr = u

· se non esiste r si dice che g ha periodo infinito

1 In gruppi additivi per potenza si intende un multiplo e per gn si intende ng    
MORFISMI
· un morfismo od omomorfismo fra due gruppi 
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· un morfismo è detto:

· monomorfismo se f è iniettiva
· epimorfismo se f è suriettiva
· isomorfismo se f è biettiva
· automorfismo se f è una biezione di G in sè
· due gruppi (G, () e (H, () sono detti isomorfi se esiste un isomorfismo tra G e H e questo si denota con G(H (con una stanghetta orizzontale in meno)

ANELLI E CAMPI
· un anello (A, +, () è una struttura algebrica con queste caratteristiche:

· è dotata di due operazioni binarie interne dette somma e prodotto tali che:

1. (A, +) è un gruppo abeliano

2. il prodotto ( è associativo

3. valgono le proprietà distributive del prodotto rispetto alla somma

· se esiste l’elemento neutro rispetto al prodotto si denota con 1 o 1A e l’anello è detto anello con unità
· se il prodotto è commutativo l’anello è detto commutativo
· se (A, +, () è un anello commutativo, un elemento a(A è detto divisore dello zero se esiste un elemento b(A diverso da zero tale che a(b=0

· un anello commutativo è detto dominio di integrità se non ha divisori dello zero. Cioè in un dominio di integrità a(b=0 implica che a=0 oppure b=0

· esempi:

· (Z, +, ()(Q, +, ()(R, +, ()(C, +, () sono anelli commutativi con unità

· (2Z, +, ()è un anello commutativo privo di unità

· (Z n , +, ()è un anello commutativo con unità

· un campo è un anello commutativo con unità tale che ogni elemento non nullo possiede un inverso moltiplicativo
· PROP: un campo non ha divisori dello zero e quindi è un dominio di integrità,QQ
· esempi:

· Q, R, C sono campi, mentre Z non lo è
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