Matematica Applicata Tutoraggio 5

Esercizio 1

1

Valutare la trasformata di Fourier di f(z) = 7.

Soluzione. Si deve calcolare
+oo e—iwx
F(w) = / ——dx
oo 1422

Ricordando il metodo delle funzioni di variabile complessa per w < 0 (pag.73),
si nota che ﬁ = O(#) ed & analitica ad eccezione di z = +i (poli semplici),
poiché solo il polo z =i € interno al semicerchio positivo I'

—itwz w
e

. . . e
RG) =Tz =15 =5

per il teorema dei residui (giro antiorario) si afferma che
F(w) = 2miR(i) = me®

Per w > 0 si considera il semicerchio negativo T'_ (nel semicerchio positi-

V0 IE?)o e % f(2)dz diverge mentre va a 0 in T'_) quindi ora il polo da
considemr?é z=—1
‘ ) ] —ilwz e~ W
R =G = =

per il teorema dei residui (giro orario) si afferma che
F(w) = —2miR(—i) = me™ ¥

In definitiva
F(w) = me~ vl

Esercizio 2

Valutare la trasformata di Fourier di f(z) = (=l

Soluzione. Si deve calcolare

+oo T »

oppure ricordando la formula sulla derivata

F(f'(2) = iwF(w)
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e notando che

d 1 —2z
dr1+a2 (1+ 22)?
08510 . 1d 1
(14 22)? T 2dz 1+ a2
seque che . . .
e +xx2)2) = W)= —ge

Esercizio 3
Valutare la trasformata di Fourier di f(x) = e~ 7.

Soluzione. Si deve calcolare

+o0 )
Fw)= / e lTlem 1w gy —

— 00

0 00
_ / e(l—iw)xdx + / 6_(1+iw)wd(£ —
—o0 0

0 ef(lJriw)z

+ —(1 +iw)

e(lfiw)x o0

1 —iw |_
1 1

0

T l—dw  1l4iw
2

1+ w?

Esercizio 4
Valutare la trasformata di Fourier di f(z) = e~ 137

Soluzione. Si deve calcolare

+o0 )
F(w)= / e~ 13elemiwr gy

— 00
oppure ricordando la formula sul cambiamento di scala

1 w

F(flax)) = —F(=)

= m -
seque che
2 6

— |3z _ —
Fle) = (2241 w?+9

Wl =
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Esercizio 5
Valutare la trasformata di Fourier di f(z) = e~1*~1l.

Soluzione. Si deve calcolare
+o0 )
F(w) z/ e~z temiwm gy,
oppure ricordando la formula sulla traslazione nel dominio del tempo
F(f(x—a)) = e "“F(w)

seque che _

2 2™
w241 w2+l

]:(67|m71\) _ efiw

Esercizio 6

Valutare la trasformata di Fourier di f(z) = e3@e~ %],

Soluzione. Si deve calcolare
+oo )
F(w) _ / 63116—\z|e—zwmdx
oppure ricordando la formula sulla traslazione nel dominio della frequenza
F(e™ f(x)) = F(w—h)
seque che

2

P = g

Esercizio 7

Risolvere l'equazione y” + 2y’ + 12y = f(t) dove f(t) = ¢t per —1 < ¢t < 1
prolungata con f(t 4 2) = f(¢t).

Soluzione. Come prima cosa si sviluppa in serie di Fourier la f(t). Essendo
dispari si trova ag = 0 ed a, = 0 inoltre

+1

T
by, = %/0 f () sin(nwt)dt = / tsin(nmwt)dt =

-1

— (_tCOS(nWt) N sin(mt))ﬂ

nmw n2m?

_ (_cos(nm) +cos(nm) | sin(nm) +sin(nm) _
(et e )

nm nm
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percio
n+1
y' 2y + 12y = Z 2———— sin(nmnt)
posto
o0
y(t) = ao + Z[an cos(nmt) + by, sin(nwt)]
n=1
si ha

Z —nmway, sin(nmt) + nwb, cos(nmt)]

n=1
o0

y'(t) = Z[—nzwzan cos(nmt) — n’n2b,, sin(nt)]
n=1
sostituendo nell’equazione

12a0+z 72 4+12)ay, +2n7b,,| cos(nmt)+[(—n 1% 4+12)b, —2nmay,) sin(nwt) =

n+1

Z ~———— sin(nmt)

da cui seque
ap =0
(—n?7? + 12)a, + 2n7wb, =0
(—n27? +12)b, — 2n7ma, = g

nm

Risolvendo il sistema di due equazioni nelle due variabili a,, e by, si ottiene che:

o 4(-1)"
" (n27r? — 12)2 + (2n7)2
. n?m? — 12 2(-1)"

nr (n?m? —12)2 4 (2nm)?

Percio y(t) e rappresentabile mediante la serie di Fourier

t
—12)2 + (2nm)? cos(nrt) + nr (n?m2 —12)2 4 (2n7)?

> 4(=1)" n?n? — 12 2(—1)"
:Z[n%r? (-1 (-1)

sin(nnt)
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Esercizio 8

Valutare la trasformata di Fourier del segnale in figura:

2

] 1 1 1 1 1
-1 1} 1 2 3 4 8 B 7

Se II(z) ¢ la porta larga 1 e alta 1, ho che F {II(z)} = sinc(k/2).

Soluzione. Il segnale ¢é

ra-a(252) () ()

ricordando le formule di cambiamento di scala prima, e di traslazione nel domi-
nio del tempo poi, si ottiene

F{f(x)} = e”*2sinc(k) + e F4sinc(k) + e~ ***2sinc(k) =

_ pi2k  o—i2k
= e~ 4sinc(k) (1+ 5 + 5 >:

= e~ B¥4sinc(k) (1 + cos(2k))




