Matematica Applicata Prova d’Esame — 20/02/06

Prova d’Esame — 20/02/06 — Soluzione
Esercizio 1

Calcolare )
— 9%
= j{ 72(2 ) dz
c R — 2z + 2

essendo C la circonferenza con centro l'origine e raggio » = 1 prima ed r = 2
poi.
Soluzione. I punti singolari sono z = 1 £ 14, in quanto 2> — 2z + 2 =
(z—=1)2+1=(2—1-14)(z—1+1).

Ser =1, 1=0, in quanto nessuno dei punti singolari cade all’interno
di C.

Se r = 2, ambedue i punti singolari cadono all’interno di C e pertanto
I =2mi[(Resf)(1+1i)+ (Resf) (1 —1)]

(z—20)%(z—1—-14) (1-i)?® 2

(Resf)(1+0) = M o G —ivo 2 2
(z=20)*(z—1+i)  (1-3i)* —8—6i

(Resf)(1—i) = lim =3—4i

aol-i(z—1—i)(z—1+4)  —=2i =2
Di consequenza I = 2mwi[—1 + 3 — 4i] = 4w[2 + 1.

Esercizio 2

Sviluppare in serie di Laurent, centrata in z = —1, la funzione
1 s
z) = sin —(z — 1
f6) = g e - )

Indicare inoltre il valore di a_;.

Soluzione. In pochi passaggi

FE = G = D= e [ 56 + D eos(om) —eon e+ 1)sin(m)
=G il) s1n2(z—|—1)
_ g{ 11 )2(z+1)+--'+(2(;_1'_)z)!(75)2“(24'1)2”_14‘"'}:
- gnio on + 1)1 <7>2n(z+1)2n71

Dove a_y = 1
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Esercizio 3

Determinare la serie di Fourier della funzione:
f(x) =|sinz| + | cos x|, per —1 <z <1.

Soluzione. La funzione é periodica con periodo T = 2. Per esteso, ¢
possibile scrivere:

—sinz +cosz, per —1 <z <0;
sinx + cosx, per 0 <z <1;

)=
La funzione é chiaramente una funzione pari, per cui si puo dedurre che

b, = 0 per ogni n, mentre per calcolare ag e gli a, sara possibile utilizzare
le formule semplificate:

9 [T/2

a0 = ; f(z)dx

4 (12 2
an = T/o f(z) cos %nw dx

In questo caso risulta:

1
aO:/ sinz +cosxdr =14sinl —cos1
0

1 1
a, = 2/ sinx cos nmx dx + 2/ cosxcosnmr dr =
0 0
1
= / (sin (1 4+ nm)x + sin (1 — nw)z) de+
0

1
+ / (cos (1 4+ nm)x 4 cos (1 — nm)x) dx =
0

1
= 1 —1)*sinl — (=1)" 1
1+n7r(+( )" sin ( )COS)+1—mr
2
= ﬁ (]. -+ (_1)n Sinl — (—1)n COS 1)
— N7

In definitiva:

(I+(—=1)"sinl — (—1)"cos 1) =

+oo
f(z) =1+sin1—cos 1+Z
n=1

1—n2r2 (14 (=1)"sin1 — (—1)"cos 1) cosnmx
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Esercizio 4

Calcolare F {e_3|x‘ cos 2:10} e F1 {6_4““ [9+(,€1+2)2 + 9+(k1,2)2} }

Soluzione. La trasformata di Fourier si puo esequire facilmente ricorrendo
alla properieta di modulazione, per cui:

F{f(z) cos kox} = %[F(k = ko) 4+ F(k + ko)]

e, aggiungendo che

f{e*abﬂl} — a22—|(—1k;2

si ottiene che:

3 3
9+(k—2)2+9+(k+2)2

F {e_gm cos 2;1:} =

Per quel che riguarda [’antitrasformata, ha esattamente la stessa for-
ma della trasformata appena calcolata, fuorché per un esponenziale che non
rappresenta altro che una traslazione nel tempo. Si ottiene quindi, meccani-
camente, che:

a {6_4% [9 + (k1+ 22 o (kl— 2)2} } - 63;4| cos 2z~ 4)

Esercizio 5

Calcolare L{f(t)}, essendo

t, er 0 <t <2;
f(t)z{ v

2, per2<t<4.

e f(t+4) = f(b).
. -1 1
Calcolare inoltre £ {W}
Soluzione. La funzione f(t) é periodica di periodo T = 4. La trasformata
di Laplace puo essere condotta tramite ['utilizzo della formula:

+o0 +oo  anTHT
el = [ rmeta= Y [ poeta

n=0 T

Nell’ultimo passaggio si & semplicemente scomposto l'ntegrale in infiniti con-
tributi idi intervalli di lunghezza pari o T. Effettuando ora la sostituzione
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di variabile di integrazione T =t —nl, t = 7+ nl, dt = dr, si avranno i
nuovi estremt di integrazione per T, 0 <17 < T, cosi:

io 6_"8T] : [/OT f(r)e " dT]

n=0

+oo T
Ly =3 /0 F(rnT)e s+ g7 —
n=0

dove l'ultimo passaggio si e effettuato per isolare i termini che dipendono
da n, da quelli che non ne dipendono (si é utilizzato il fatto che f(t) fosse
periodica di periodo T. Eliminando la sommatoria, che corrisponde ad una
serie geometrica, st ha:

T
LU0} = Temr [ Fear

L’integrale é banale:

4 2 4 —2s —4s
1- -2
/ f(r)ye*"dr ——/ Te T d7+/ 2e T dr = ¢ 5 5
0 0 2

S

Per cui:
(1 —e 25 — 2574

ﬁ{f(t)} = S2 (1 + e—sT)

Per quel che riguarda ’antitrasformata, si puo decomporre in fratti sem-
plici:

‘1{§ijm}:£1{f+§+sfvd+@fyw}

1l valore delle costanti si ricava semplicemente:

a2 1 _ V2
a ds (S+\/§)2 3:0_ 2
1 1
B= — — —
(S+\/§)2 s=0 2
_d1 _ V2
 dss? s:—ﬁ_ 2
1 1
D:—Q = —
S Szf‘\/i 2

Antitrasformando:

-1 1 —V2 i V2 1 _
£ {2[ S +82+s+\/§+(3+\/§)2]}_

(t — V24 (t+ ﬂ)e—ﬁt) H(t)




