Matematica Applicata Secondo Preesame

Seconda prova intermedia - Soluzione
Esercizio 1
Calcolare la serie di Fourier della funzione periodica

1(5+2), -3<z<-—1;
2, —1<z<1;
3(5—1z), 1<z<3.

fz) =

Soluzione. Si tratta di una funzione pari, ovvero simmetrica rispetto all’o-
rigine. Per questo motivo, i coefficienti by saranno pari a zero.

Occorre calcolare i coefficienti ag ed ai. Dal momento che la funzio-
ne € pari, si puo utilizzare la forma semplificata degli integrali di ag e ay,
moltiplicando per due lintegrale su meta periodo.

1 T/2 ) T/2
ag = — f(z)dx = = f(z)dx
0 T/T/2 (=) T Jo (=)

o [T/2 4 [T/2
a = — / f(x) coskwz dr = —= (x) cos kwzx dx
T J 1) T Jo

Facendo i calcoli (dato che T = 6) si ha:

2 ! 13 5
= - 2dx + - —z)dxr| =
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Esercizio 2

Calcolare la seguente trasformata e antitrasformata di Fourier:

F {673‘33' (3 cos 2x + sin 23:)}

f_l{(4+ik)5(2—ik)}

Soluzione. Per la trasformata é sufficiente utilizzare le regole di modula-
zione:

F{f(z)coswox} = %(F(w —wp) + F(w+wp))

F{f(z)sinwoz} = %(F(w — wo) — F(w+wp))

Dato che

6
—3\w|} _
]:{6 9 + w?

__9-3i 943
T 9+ (w—-2)2 9+ (w+2)2

Per Uantitrasformata, é possibile scomporre in fratti semplici

arme—w) e s
(4+iw)(2 — iw)

e ricordando che

st ha che

F(w)

—ax _ 1

Fe H(x)}_a—kiw’ a>0
ax 1

Fe H(—m)}:a_iw, a>0

st ottiene:

Esercizio 3

Risolvere, ricorrendo alla trasformata di Fourier, ’equazione differenziale

Y+ 4y — 12y = f(),

essendo
f(#) = lH( +1) = H(w — 1)
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Soluzione. Trasformando primo e secondo membro dell’equazione:

sin w

((iw)? + 4(iw) — 12)Y (w) = F(w) =

w

ovvero, scomponendo il denominatore nei suoi fattori semplici:

Y(W) = (1w)((iw)2 4 4(iw) _ 12) - (1w)(iu) —+ 6)(10.) — 2)

Scomponendo in fratti semplici:

¥ (w) o -11 L 1 1 1 1 —ls.inw+ 1 ¢sinw 1 ¢sinw
w)=14sinw | —— + — - — = — — S
12w  48iw+6 162 —w 12 w 48w +6 162 —w

Antitrasformando i tre termini:

w | 2

F! {Sin‘*’} — L H@ 1) - HE@ - 1)

1 8inw 1 e e~ w 1 1
f_l — 7‘77—1 _ i —6(x+1)H 1) — = —G(x—l)H -1
{' } 2 {iw—l—G iw—i—G} 2° (w+1)—ge (z-1)

_1 [ isinw 1 4 e e 1 2(z+1) 1 2(z—1)
R Q- - = H(—z—1)— - H(-z+1
F { } a {Q—iw 2—iw} 2° (=1 -3¢ (-z+1)

1 1 1
yx)=—— (H(x+1)— H(z — 1)) + %6—6@“)1{@ +1)— %6—6@—1)1{(9; —1)+

1
L 2(z+1) o L 2(z-1) B
5 H(—e = 1)+ T VH (a4 1)

Esercizio 4

Calcolare la seguente trasformata e antitrasformata di Laplace:

LA{[(H (= 2))]«[(t* + DH(t - 1)]}

-1 _9s s+ 1
£ {e s2(s2+2) }

Soluzione. Per la trasformata si utilizza la regola della convoluzione nel
tempo:

LA{f(t)xg(t)} = F(s)G(s)
Per cui occorre trovare le trasformate delle due funzioni da convolvere:

L{tH(t—2)} = L{(t-2)H(t-2)} + L{2H(t —2)} = * ( 1 +2)

s2 s
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Analogamente

L{E+1Ht-1)}=L{t-1)*H(t-1)}+L{2¢-DH{t-1)}+L{2H(t-1)} =

(2,22
= e _— _— _
s3  s2 s

Per cui il risultato ¢

1 3 3 2
_ -3
F(S)—2€ s<+54+53+$2>

Per quel che riguarda Uantitrasformata, si scompone in fratti semplici
(ad esempio con il metodo dei residui):

L1 2 s+1 — 1) 2 ll_i_}i_l 5 — 1 \@
s2(s2+2) 2s 282 28242 22s2+2

L’esponenziale si traduce in una traslazione nel dominio del tempo, per cui:

1 1

ft) = [+(t—2)—;cosf2(t_2)_1

- sin V2(t — 2)} H(t—2)

2 2 2V/2

Esercizio 5

Risolvere, mediante 1'utilizzo della trasformata di Laplace, la seguente equa-
zione differenziale:

{ ' = (V3+ 1)y + 3y = f(t)
y(0) =y (0)=0

essendo

2, 0<t<3;
f(t)_{o, t>3.

Soluzione. Trasformando:
Y (5)(s2 — (V3 +1)s + V3) = F(s)

F(s) dovrebbe essere la trasformata di t*(H(t)— H(t—3)). Dal momento che
risolvere i calcoli completamente nel dominio di Laplace porta a dei calcoli
un po’ lunghi, ¢ possibile tenere conto del termine noto direttamente nel
dominio del tempo, tramite un integrale di convoluzione. Scomponendo in
fratti semplici:

vo1= 55 (o i)
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Tornando nel dominio del tempo:

Sostituendo la f(t):

— 1 ’ 2 ( V3(t—) t—1
y(t)—\/g_l/o T (e —e )H(t—T)dT

dove gli estremi dell’integrale sono dati dal fatto che f(t) = 0 fuori dal-
Uintervallo 0 < t < 3. Perché lintegranda sia diversa da 0, dev’essere
H(t—71) #0, ovvero T < t, per cui si distinguono tre casi:

0, t <0y
y(t) = \/51_1 572 (e\/g(t”) — et*7> dr, 0<t<3;
\/5’171 03 72 (e*/g(t_T) - et_T) dr, t>3.
ovvero:
0, t <0y

y(t) = ﬁ V3 [ r2e V3T dr — et [T 2T dT) , 0<t<3;
\/?;1_1 eV3t f03 T2e=V37 dr — et f03 2e T dT) , t>3.

Ora, si puo calcolare in modo generico l’integrale

t 2
2 t 2t 2
/ {L‘QG_MB dl‘ = 3 e_o‘t [ + ) + 3:|
0 (% « « Q

che avra per o i valori /3 ed 1, mentre nell’ultimo caso si dovrd porre t = 3.
Per cui, si ha:

0, t < 0;
1 2 /3t t_ (V8412 | 8 2463 .
y(t) =% Va1 |3vac T2 <\/§t+3t+ 3V3 )]’ 0=<t<3
1 [ 2 V3t t _ V3(t-3) (1 L) _ t—ﬂ
T 3\/56 + 2e e \/§+2+3\/§ 16e , t>3.



