Matematica Applicata Recupero Primo Preesame

Recupero prima prova intermedia - Soluzione
Esercizio 1

Risolvere nel piano complesso I’equazione:
A4i-1=0

Soluzione. .
A =1—i=+2eu"

Le radici quarte si ricavano immediatamente:
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Esercizio 2
Calcolare i coefficienti a_1 e ag nello sviluppo in serie di Laurent di

f(2)

oz
2242

in un intorno di zg = iv/2.

Soluzione. Un metodo per risolvere l'esercizio € usare la formula

an = ! i(f(z)dz

 2mi 2z — zp)" L

con C curva semplice che include iv/2.
Pern = —1 si ha:

a_q = ﬁ fé 222? dz = Res(f(2))(iV2)

. ~ lim 2(z —iV?2) 1
Res(7())(iv2) = sz\/i (z —ivV2)(z +iv2) 2

Mentre per n =0 si ha:
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Un altro metodo per risolvere l’esercizio é quello di sviluppare in serie di

Laurent.
z 1/2 1/2

Z) = = +
1) 2242 2-iV2  z+iV2
1l primo addendo ¢ gia centrato, per il secondo basta qualche semplice pas-
5a9g10:

1 _ 1 _ Z (z—zf)
dHiv2 (- iv2)+2V2 2iva (14 5002) 2z\f 2iv/2

[

La serie completa é

1e) =3 [z —iV2 Z (22\[)71“ (=~ Zﬂ)n]

Quindi a_1 = 1/2 ed ag = 1/(4iV/2)

Esercizio 3
Calcolare

JACEE L

essendo C la circonferenza (orientata in senso antiorario) di equazione |z| =

4.

Soluzione. La funzione non é analitica in quanto non sono soddisfatte le
condizioni di Cauchy-Riemann.
flz) =22 —|2)? = 2 +i2zy — oy — 2% —9® = =29 + i2xy

Ou _ w _y. Ou_ _ v
or oy oy 4 Ox

Non é quindi detto che l'integrale sia nullo.
Per calcolarlo si considera che z = 4" con 0 < 0 < 27:

27 4 .
]{(z2 — 2% dz = / (166229 - 16) 4ei dp =
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Esercizio 4

Calcolare

(1-2)?
fé P dz

essendo C una curva semplice e regolare, contenente al suo interno tutte le
singolarita della funzione integranda.

Soluzione. Le singolarita sono date da 2> — 8 = 0.
Quindi z = /8 = 2¢2k7/3 cop k= 0,1, 2.
St hanno percio tre poli singoli:

zZ0 — 2
21 =227/ = 1 443
29 = 2eWT/3 = 1 — /3

con residui:
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3\ —1+4iV3 3 1+3
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Infine:
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Esercizio 5

Calcolare I'integrale

27
z:/ W
0 5+ cosb

Soluzione. Dato che:

¢t 4 o—if
cos = ———
con la sostituzione z = ¥ si ottiene:
z+ 271
cosf =
2
e
df = —iz" ' dz

Il dominio di integrazione in campo complesso diviene ovviamente |z| = 1.
Sostituendo si ha:

f—%cos@ l2|=1 f+z+z NS =1 26+ 2+ 271

.27{ dz
= —Z e —
lzj=1 22 + 2Bz + 1

Le singolarita sono date da 2% + 25z +1 = 0.
Quindi z = —V5F V5 —1=—V5F2.

Soltanto il polo z = —/5+2 cade all’interno del cerchio unitario, percio:

z4+v5 -2

1
I = 2mi(—i2Res(—V/5+2)) = 4w lim =4dn— =7

2542 (2 4+ V5 —2) (2 + V5 +2) 4



