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Ottavio Serra
Funzioni invertibili.
Una funzione f : A-B si dice biunivoca se ¢ iniettiva e suriettiva
(feiniettivase x,y € A e f(x)=f{(y) - x=y). (f & suriettiva se B=f(A) ).
Posto y = f(x), 'inversa di f, f~! , applica B su A. con f~!(y)=x se y=f(x).
Es. Posto y=f(x)=x>, essa ¢ biunivocasu R ed f1(3) = x = yy.
L’uso & di indicare la variabile indipendente con x : f!(x) = y = ¥x.
Una condizione necessaria per I’invertibilita di f & la sua monotonia ( f crescente o f
decrescente in A).
Se A ¢ un intervallo, allora essa € anche sufficiente.
Per esempio, f(x)=tang(x), € monotona crescente sul suo dominio A=R-{Z- +nr},
tuttavianon ¢ invertibile in A perché tang(x) = tang(x-+nr).
Restrizione del dominio e invertibilita.
Esempio della funzione “Quadrato”.
f{(x)=x di R su [0,400] non & invertibile, perd lo & la sua restrizione sul semiasse delle x non
negative.
In tal caso & invertibile e f~! (x)=3/x .
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Le funzioni circolari inverse.
L’arcoseno ¢ I'inversa della restrizione del seno al dominio [-Z-, 5-].

ArcSen:[-1,1-» [-%, 5]
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Analogamente, Iarcotangente : R — ]-£-, £[ & I'inversa della tangente :]-5-, 5[ R.
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y = arctan(x)
Si noti che i grafici di f e di f! sono simmetrici rispetto alla retta y=x, infatti si passa dafa ™!
scambiandola xconlay.
Un modo alternativo di vedere la cosa ¢ il seguente: si passa dal grafico di f al grafico di £
ruotando il riferimento cartesiano di 90° gradi in senso positivo (antiorario) e poi ribaltandolo
rispetto al nuovo asse delle ordinate.
Analogamente, da Cos:[0,7] — [-1, 1], si ha ArcCos:[-1,1]- [0,7],
e da Cotg ;]0,7] — R si ottiene ArcCotg :R—]0,7z[.

y = cos(x)

y = arccos(x) 5 X x
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y = arccot(x) ®
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Se y=f(x) & derivabile e invertibile, x=f! () & derivabile ininy, se f'(x) & diversa da zero,

e risulta:
d £1 g
Infatti, Dy' = g; =——. Essendo y=f(x) derivabile, essa & continua e percio Limp,.oDy =0.
Esempi. Sia y*arctan(x) xﬂang(ly) < tang(y) = 1+tang*(y) - “-arctan(x)= m ==
alogamente, <-arcsen(x) =
analog; , ) ="
< arcot(x)=. -l - L arccos(x) = — 11 =

ESERCIZIL
1) Il fatto che la derivata della somma di arcsen(x) e arccos(x) nell’intersezione dei loro
domini, cioé in [0,£],sia zero implica che arcsen(x)+arccos(x) & costante.
Dimostrare che tale costante & - .
Analogamente, dimostrare che arctan(x)-+arcot(x)="%-.
s . X
2) Dimostrare che arcsen(x)=arctan( — ).

Esprimere in funzione di arctan anche arccos(x) e arcot(x).
3) Esprimere in funzione di arcsen le altre funzioni circolari inverse.
4) Dimostrare che f(x)=x+x & invertibile in R e calcolare la derivata di £~ (y) per y=2 e per
y=—10.
5) Calcolare la derivata di f!, essendo f(x)=<=2=, invertibile su tutto R.
6) Dimostrare che y=Ln(x+3/1 +x?) & l’inversa della funzione precedente f(x)=<=—
7) Verificare che la funzione f(x)zxﬁ/x — L non & invertibile nel suo dominio, pur avendo
in esso derivata positiva, mentre lo € la sua restrizione all’intervallo ]0,+oo[.
Verificare che il grafico di f~! ha tangente di flesso orizzontale nel punto (1,1).
8) La funzione f(x)=3/x + g/x + L non & invertibile nel suo dominio ]0,+oo[. Lo & nell’intervallo
[x1,+90[, con x; compreso tra % e %4 Calcolare la derivata di - nel punto y=1+%2.
9) La restrizione della funzione f(x)=-<%2 all’intervallo [0+ & invertibile: calcolare
esplicitamente f~!(x) e verificare che vale il teorema di derivazione delle funzioni inverse.
10) Se £ A~B & invertibile ed f! & la sua inversa, chi & la funzione composta f~ o £ ?
Chi & fo f! ? Disegnare il grafico di Ln(e*); di e-"®
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